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=(b--c) (a? + ab + ос -{-®с) = (0-1-0) (a+ 0) (a +e) 


Puesto que el último producto es igual a cero, entonces, por lo menos uno de 
los factores es igual a cero, de donde se deduce la afirmación del problema. 


263. Sean œ y В las raices del trinomio cuadrado x*-+px+-q. Si el binomio 
4—1 se divide por el trinomio indicado sin resto, entonces, a y В son raíces 
del binomio. Se ve fácilmente que es justo también lo opuesto si æ y В son 
raíces del binomio x*—1, entonces, éste se divide por х?--рх-} y sin resto *). 

Las raíces del binomio x*—1'son los números 1, —l, 1, —i Por eso, 
tiene lugar la descomposición 

(0—1) = (0—10) aeai (441) (i) 

En virtud de lo dicho más arriba los trinomios que nos interesan pueden 
ser solamente aquellos que representan un producto de los da factores que 
figuran en la parte derecha de (1) 

Componiendo todas las combinaciones posibles hallaremos С, (4) 6 trinomios. 
х1) б 0) 2—1, 
«—1)(х—)=л%—(1-Ейх+и, 
(0) 04 0) 200—0) х. 
(10) 024010 х— 
бъра = 84140 х, 
(0—0) (04-0) 241. 

Con estos рог lo visto se agotun todos los trinomios buscados. 


*) En este caso, si @=[, el número о; debera ser caiz multiple también 
del dividendo. 
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264. Representando el polinomio dado en la forma 
Max (er pp, 
dividamoslo por la diferencia x—1 valiéndonos de la fórmula 
ttil 
х—1 


lex aR, Ф» 


Como resultado en сі cociente obtendremos el polinomio 
апре. a Il), 


Para que este polinomo se divida por х—1 sin resto, en virtud del teorema 
de Bezu debe cumplirse la igualdad 


n—a (n—2=0. 
Por eso la divisibilidad tiene lugar pura cualquier número entero positivo 


a 
1n>2y4=—, 


n—2 
265. De las condiciones del problema se desprende que 
р(ау=А, 
p(0=B, 10) 
p=. 


Dividivudo el polinomio р(х) entre (х—а)(х—5)(х—с), representémoslo en la 
Jorma 
рО) = (к-а) (0) (х—с) д xr (х). (2 


Es evidente que г (ху es un polinomo no superior al segunda orden. Escribién- 
dolu en la forma 
т) = 1 ктх+п, @) 


coloquiemos cn la identidad (2) sucesivamente x=4, x=b, хех. En virtud de 
la igualdad (1! ubtendremos el siguiente sistema de ecuaciones рага la deter 
minación de los coeficientes 1, m y п del polinomio (3); 
елд 
Шт п= В, 
l+ men «= С. 


(4) 


Resolviendo este sistema hallaremos: 

_А—8)@—д—(В—б›(а—%) 

y а) ба). 
AE 


È 


n? (Be —Cb) +a (CIR Бу + A (Вс СЬ?) 
атаса) Р 


Observación Рага х==а. x=b y х el polinomio buscado л (х) toma 
respectivamente Is valores А. B у С. Es fácil comprobar que tal polinomio, 


* La lormula (1) se comprueba con facilidad directamente, es más, clla 
oincide con la fórmula de la suma de & términos de una progresión geomé: 
rica. 
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no superior al segundo orden, cs el siguiente: 


GaDU—O_ „х—а)(х—с), (хах h 
аа) Фа) 0) ак 


15) 


Puesto que el sistema (4) tiene una sola solución, entonces, existe solamente 
un polinomio con la propiedad indicada у, por consiguiente, 7 (х) coincide соп 
el polinomio (5) 


266. Por lo visto, la fórmula es justa рага n=1. Supongamos que la får- 
mula es justa para cierto número n; demostremos que enlomes ella será tam- 
bién justa para n-+1. Designando por S, la suma que figura en la parte iz- 
quierda de la fórmula a demostrar, tendremos: 


Mba tm Dinin 3) 


Sar 


Sn + 
A иа 04-2] 
з 
De aqui, de acuerdo con el método de inducción matemática, se deriva la vali- 
dez de la fórmula para cualquier valor entero positivo de n 


267. Sea S, la suma que figura en la parte izquierda de lu fórmula, Para 
n=l, ambos partes de la fórmula coinciden. Demostremos цие si la fórmula es 
justa para cierto número n, entonces será tambien justa рага n-+ 1. Tenemos: 


Sam Sahla y EMBED аре 


п 0) Оп? + 7п 6) a Dll 24 Bi 2 _ 
= > - _ 220 
njin 


Drw DHL 


є 
Por consiguiente, la fórmula es justa para cualquier п entero positivo. 


268. Para n=l es fácil convencerse de la justeza de la afirmación. Supon- 
ото que la fórmula sea justa para cierto valor de л> 1 Designemas por Sy 
Ía suma que figura en la parte izquierda de la fórmula Tenemos. 

0 = 
(л 1 (л +2 (1+3) 


Syri=Sn + 


п(п2 3 


“ina ШЕТ" 
De aqui 
ATEN] ina lt Sne % 
Sari = 


IMANES MFMA 
in 100—3] 
ГЕТЕ 


Por consiguiente, la fórmula es justa para cualquier valor entero positivo de п. 


269. Por lo visto, la tormula es justa para n=l. Supongamos que ella sea 
justa para cierto valor de n= 1, es decir. 


(cos y 4 1 sen qu" = соз ng -+i sen л. “› 


Para convencerse Че la justera de la tórmulo para a+1, iultipliquemos ambas 
partes de (1) por cosi -+i sen q. De acuerdo con la regla de multiplicación Че 
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numeros complejos, obtendremos: 
(cos p+: sen qye 1? (cos aq (¿sen тр) (cos q— i sen ф) = 
=(соз лр cos q —sen лр sen q) +1 (cos ng sen G- sen np cns q) = 
=cos (n+1) + isen(a+ 1). 
Por consiguiente, la fórmula es justa para cualquier valor entero positivo 
de n 


270. Es evidente que a+b=l y а= 
puede escribir que 


. Aprovechando este hecho se 


a апае  ат-1—}л-1 


dy = + b)= = = = 2 
Ay 4, (а 1 b) 7% ГЕЈ УЗ 
o bien 
Gn a — ao 
de donde 


Anti Sün] 0-1. 


De aqui se deduce que si para cierto valor de n, los números an-ı Y а, Son 
enteros y positivos, entonces, también а, y, у, por consiguiente antr, An +s- 
serán números enteros y positivos. Pere como a=] уаз = 1, рог lo lanto, para 
п > 2 todos los valores de a, serán enleros y positivos, 


271. Para n — 1 la desigualdad es justa. Supongamos que sea justa para cierto 

valor de п Multiplicande ambas partes de esta desigualdad por 1--а„+ > 0, 

hatlaremos que 

Uta) lar. UU о) 1а) 2014 aH -oH an) (1а) = 
Bla Ра, eh A auti gd + Eo 

Puesto que Та suma аан» 19303415... 042/41 > 0, entonces, de aquí se 

deduce que la desigualdad también es justa para п 1. 


272. Ante tulo nos convencemos de que la fórmula es válida para n=1. 
En efecto, para n=1 la formula tiene la forma 


я НИ 

аа (0) ан (1) (0 6) (0 
Valiendose ahora de la definición de potencia generalizada, se hace evidente 
que ambas partes de la fórmula (1) son iguales a a+b y, por consiguiente, 
efectivamente tiene lugar la igualdad. 

Supongamos айога que la fórmula сз válida para cierto valor de n y de- 
тозігешоз que sera también válida рага n+1. De la definición de potencia 
generalizada tenemos 
(a+ buri- a i ta o) = [ (8) (an bnt (F) о (a+ ++ 

кК( Ch Onor ++ (5) Ch o| @+в—л) 


Abriendo aqui los corchetes, transformeinos cada uno de los п-- 1 sumandos por 
la fórmula 


(2) аьа арп) ) Or (9, аа 6 n i 0] 
(д) оа Binst (к) ia а-а (a 0 


= (p) иаа (p) fah н 


Como resultado obtendremos: 
ана = (9) ah + (0) tado hasi +È) 0 Oha 
+) O Ot HCR) Orri Ot ÈR) h bnar H + 
E(P) Wen bet (5) 9н Oh 


Después de reducir los términos semejantes tendremos 
ан (0) at + [+ (F) ] в 
HE] at ++ ea) tt + 
+[(„®)+(4)]е„® 1 (2) Casi Oo 
Aprovechando, a continuación, el hecho de que 
+1 1) 
OET- (9-0) 
y la identidad fácil de comprobar 
+t) =G) 
obtenemos: 
ан (7) tn (АЕТ) а + 
¿("Prat СЕ) Or а (1) @„® + 
ERED („+з (90. 


Por consiguiente, hemos demostrado que si la Kórmula, expuesta en la condición 
del problema, es' válida para cierto valor de n, entonces es también válida para 
n- і. Pero ella es justa рага n ог consiguiente, de acuerdo con el método 
de inducción matemática completa, es válida para odos los valores enteros 
positivos de л. 


273. Sea ri) la distancia entre los trenes en el múmento de tiempo £. 
Entonces 


Р) = (ао) bot = (uto) — 2 (ао, dbut аа 2 


Observemos que si г®({) tiene el valor minimo para £ =f, entonces, tambien 
г 4f) adquiere el valor minimo cuando £= fo. Es justo y viceversa El problema 
se reduce а la determinación del valor minimo del trinomio cuadrado /?{{), 

De acuerdo con la fórmula (4) en la рад 47 el valor minimo de 7*(£) y, 
por consiguiente, de г (2), se obtiene en el momento de tiempo 


апт 
ааг» 
+ 


Valiéndonos a continuación de la fórmula (3), hallamos la Jistancia mínima 
entre los trenes: 


to 


y= (Їз 03) 400 b _ danl 


4-ги) p airot 


r ilo) = 
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274, En el momento de tiempo / el roche se encuentra a la distancia de 
40 £ km del punto А y la motocicleta a la distancia de Заро Кт del misino 


punto. Por consiguiente, la distancia entre ellos es igual al valor absoluto de la 
diferencia 16/2 49—407 Designando esta diferencia por y (0), tracemos el gráfico 
del trinomo cuadrado и) (ig. 4). Este gráfico representa una parábola quc, 
para los valores ly y (272, imterseca el eje £ Del gráfico está claro 
que la ordenada de mayur valor absoluto y, para la condición 02! «2, co- 

rresponde al vértice de la parábola, El vértice de 
la parábola se encuentra en el eje de simetría que 
eruza el eje £ en el punto 


Así pues, la distancia máxima eutre el tren y la 
motocicleta se alcanza al cabo de 1 hora 15 minutos 
después de iniciar el movimiento y es igual a 16 km 


275. Designemos la expresión que se analiza 
por y y transformen sla de la siguiente manera: 


y= logt r+ 122108? x (106 8—*log х) = 
log x (оц x— 12 log +30) Mogx (6— log, 
Hagamos a continuación ĉlogx =2, de modo que 


05250, Entonces, el problema se reduce a la 
determinación del valur máximo de la variable 


y—2 63 
FIG. 4 Es suficiente hallar el valor máximo de 
246-2) con la condición de que 0<2< 6, puesto 
que cuanto mayor es un número positivo tanto mayor es el cuadrado de este 
número, El trinomio cuadrado z(0—2)=—(2—3F+-9 alcanza su valor máximo 
para z=3. Así pues, el valor máximo se consigue cuando 2==3 y es igual a 81. 


276. Primera resolución. Por lo visto es suficiente examinar solamente los 
valores positivos de х. De acuerdo con la conocida desigualdad (3), pág. 22 
tenemos: 


EA a va w 


Por consiguiente para todos los valores de х >0 


x А 
ре 2 
“Enya 170 e 


Puesto que (l) pasa a мт una igualdad cuando ах? = b, entonces, para 


h 
m И tomamos 


„дечү (3) 
Yo зү ө) 
En virtud de (2) éste es precisamente el valor máximo de la unción. 
Segunda resolcion. Resolviendo la relación 
vu Ф 


Taro 


respecto a x, obtendremos: 


© 


De la fórmula (5) se desprende gue para todos los valores reales de x debe 
cumplirse la desigualdad 1—4aby? == 0. De aquí 


түт. (6) 
а 


Puesto que para cierto valor real de xp la función (4) adquiere el valor 
b 


}, entonces, en vir- 


Ye “aa de la formula (5) hallamos que „= 


tud de (6) este valor es el máximo. 


277. Por medio de las transiormaciones evidentes, obtenemos. 


s+ 2 _ 2 
x+I So ен; a 


En virtud de la desigualdad (3), pág. 22 


142 
PR (0) 


con la particularidad de que el signo de igualdad en (1) tiene Ingar solamente 
en el caso cuando 


2 
{+х=урт. © decir, para да V 2-1 
Así pues, para todos los valores de хо2>0 


е А 
2422 o 


y el signo de igualdad en esta fórmula tiene lugar cuando 
1=Y 2-1. 
278, Tomemos el eje numérico y marquemos en él los puntos A, B, C y D 


correspondientes a los numeros а, b, с y d. El punto con la abscisa variable х 
lo designaremos рог M (fig. 5) Ехатілетоѕ los cinco casos siguientes, 


1) x<a; entonces 
p(x)=MA+ МВ+ МС+ MD=AB+42MB +-2BC 4-CD. 


De aqui está claro que q (x) adquirirá su valor minimo en el caso en que el 
punto М coincida con el punto А y que este valor será igual a 


3AB+28C+CD. 
2) a < x&b; en este caso 
p(1)=AM+MB+MC+ MD=AB+2MB |-28C-+CD. 


La función Ф (х) adquiere su valor minimo cuando el punto M coincide con el 
punto В; este valor es igual a 


AB+2BC4C0 
3) бахас, para estos valores de x la función q (х) es constante e igual a 
AB+2BC+-C0. 


4 cSx<d, la función ф(х) adquiere su valor minimo para x=c, este 
valor es también igual a 
AB+2BC+CD. 
$) x32 d; el valor minimo de la función q (x) es igual a 
AB+28C+-3CD. 


Comparando los resultados obtenidos vemos que el valor minimo de la 
función q (x) es igual a AB+2BC+CD, o bien 


Ьа cb +0—с=4+с—-а. 
La lunción y txi adquiere este valor en el caso cuando 
хс. 


279. Sea г el módulo y «y el argumento del número complejo z (7220, 
б< < 2a). Entonces, 2 = (cos +i sen q) y la ecuación dada toma la forma 


1% (cos ®р--1 sen 299) 41 =0, 
De aqui, о bien г=0 y z=% =0, o bien / cos 2 + l + ir sen 2ẹ = 0 y, por con- 


siguiente, 
sen 2р=0, | 
reos 2p4+1=0, 


A la primera ccuación la satisfacen los valores q =0, л/2, л, 3л/2 y puesto 
que en virtud de la segunda ecuación cos 2 < 0, quedan salamente 105 valores 


5 y 4=3m/2 Además, de la segunda ucuación hallamos en ambos casos 
que r=1, así que obtenemos dos soluciones más 


К 
нат), a= (cos FEH sen SE) 


4=1 (cos 


280. Representemos а z en la foma 2=x+ iy. Entonces, la ecuación 
= 1 toma la forma 


(0—40) 02 ae 408 


ре agul x56 y, por lo tanto, 2—64. Colocamos este valor en la ecuación 
4—12 

z—8i - 
vcuación toma la forma 


Entonces, después de las correspondientes simplificaciones la 


3 — y + 136=0. 
De aquí 


„5+ 136 + 5275—54 5+9 
he 7 ? a 


es decir, y =17; y: =8 
Respuesta: 264-174; 2,6480. 
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281. Para simplificar la esenitura hagamos El producto que se 


Е 
2 
examina 
1а (14-22) (14-293)... (1 22") 


tiene la misma forma que el producto еп el problema 230 Designemos este 
producto, para simplificar la escritura, por Р, 
Procediendo del mismo mudo que en el problema 230, hallaremos 


у, a continuación, 


anti 


1—2 Mm 


147 
б [( 7) ] 
Observemos que рага n>>2 tenemos (*"=(11)2"72=1. Por consiguiente, «п 
virtud de (1), рага nz=2, tendremos que 


1а" 


= y Patito (1) 


Para n=1 tenemos: 


Respuesta 


Ж 
Patti 


282. Puesto que la substracción de números 
complejos gcométricamente se efectúa por la 
regla del paralelogramo, el módulo de la dife- 
rencia de dos números complejos |2"—2"| es 
igual a la distancia entre los correspondientes 
puntos del plano complejo. Por consiguiente, 
la condición [2—25 |6 15 la satisfacen los 
puntos del plano complejo que se encuentran 
«entro y en el margen del círculo con el centro 
en el punto 2,= 51 y de radio igual а 15 (fig. 6). Del dibujo se ve que al nů- 
mero de argumento minimo le corresponde el punto z, en el que la recta trazada 
desde el punto O es tangente a Ја circunferencia. Del triángulo rectángulo 
Одг, hallamos que ху = 12 e yy 16. El número buscadosera z, > 12-4- 16í. 


FIG 6 


283. Demostremos que para representar el número complejo а{-М en la 
forma 


add = E (1 


es necesario y suficiente que 


la+bi] 


y a4bi = —1. 
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Demostremos la necesidad. Supongamos que se satisface la condición (1). Entonces 


„Дл... 
lao. 
puesto que | | —ix]=|1+ix|= Y TEX. А continuación, 
1—ёх 
гаа 
ya que de Jo contrario tendriamos que 1— = —1—іх, es decir, 2=0, 


елпозігетоѕ la suficiencia. Supongamos que sea |а-ЕМ|=1 y a+hi 3—1, 
papa ага (а) =, donde —л < a < л. Observemos que @ Ел en virtud 
de la condición a+bè + —i. Ahora tenemos: 


а+н=|а+ы | (cos a+: sen a) = cos 04-1 sen a. (2) 
Pero 
a a 
р 245 
оз т. 80190 ———, 
Еа ie 


Colocando estas expresiones en la parte derecha de la fórmula (2), tendremos: 


y 
1906) нш a 
TER" 


а 
( ет) (itte 1-89 


donde x=- 


284. Sea 2 = (со p+i seng); entonces 
Га И соз + F зеп др = И 977 соз 047: 


402 @соз2ф—1)+-1 =0. 


Hagamos = 6; |z| adquire su valor máximo cuando adquiere su valor 
máximo f. Tenemos: 


qu Leos dy + VIP д1 
Зе EIA 


Puesto que nos inleresa el valor máximo de f, delante de la raíz debe tomarse 
el signo mas. Es fácil ver que el valor máximo de г se consigue cuando 


cos 2p=—1, es decir, cuando + Fste valor es igual a +75. рог 
consiguiente, el valor máximo |е es igual a 
ү: ETORTEN 
? 7 
285. El ángulo entre dos rayos vecinos es igual а 2%. Designemos por 
di. 4, „+. las distancias desde A hasta las bases de las perpendiculares bajadas 
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sucesivamente a los rayos que parten del punto А (fig 7) Es evidente que 
tenemos: 
PT 
а-а 2) @=1,2,...) 
05-а 
La longitud de la #-ёїта perpendicular es igual а 


k-i 


2n ү 
а. у Жн 


2л 2a 
ат (cos 
La longitud total de la quebrada de т eslabones será 
2л 2а, / жү © олут! 
asen ® [1 cos F- (соз) + + жил) 
La longitud L de la quebrada enredada infinitamente se obtendrá al aumentar 
jlimitadamente m y se expresará con la suma de los términos de una progresión 


geométrica infinitamente decreciente cuyo denominador es qm E y el рі 


2л 
тег lermino d sen 


Al aumentar л la longitud £ aumenta y al aumentar ilimitadamente n aumenta 
ilimitadamente L. 


286. Primera resolución. Sea labcde el número buscado (лди las letras 
a, b, с, d y e significan cifras de los órdenes respectivos). Evidentemente, е= 7, 
ya que lalede x 3=abcdel. Después de multi- 
plicar 7 por 3 el dos pasa al siguiente orden, por 
eso, el producto 4 Х З deberá terminar con la 
cifra 5. Por consiguiente, d=5. Tenemos que 
lube 57.3 =абс 571. Razonando análogamente 
hallamos que c=8, ar por fin, a=4. El 
número buscado es 142 85: 

Segunda resolución. Supongamos de nuevo 
que labode es el número buscado. Hagamos 
abcde = х, entonces, el número buscado ès igual 
а 105 +x. Según la condición del problema te- 


nemos que 
(105 + x)3=10x+1, 


de donde х = 42 857. Por consiguiente, el número FIG. 7 
buscado es 142857. . 7 


287. Puesto que р es divisible entre 37, se puede escribir 
p=100+10+c=37%, 
donde ё es un número entero. Es evidente, luego, que 
q =1005 + 10с--а= 10р —999a =370#—37. 
Por consiguiente, q también es divisible entre 37, 
Razonamientos análogos sirven también рага el número 7- 
288. Tenemos 
А =пэ+ (1+ PH+ = 389 +9n* + 1ón +9 


Por lo visto, єз suficiente demostrar que 

B=3n*+ 15n=3n (në 4 51 
es divisible entre 9. Si n=3%, donde 2 es un número entero, enton 
divi ble entre Y Para n=3k+}, л°--5+=9&%--Єё--6, para n-3k42, 
2412k 1-9. En ambos casos я2--5 es divisible entre 3. Por consiguiente, 
en todos los casus B es divisible entre 9 


289. Primera resolución. La suma S, se puede representar еп la siguiente 


forma 

=пї+3(л# +20+1)—9=(0— 1) (1+1)4+3 (14 12 
El primer sumando es divisible entre 3, puesto que es el producto de tres 
números enteros sucesivos (uno de ellos es obligatoriamente múltiple de tres) 
Por consiguiente, también la suma S, es divisible entre 3. 

Segunda resolución. Realizamos la demostración por inducción, Рага n=], 
Si +12 es divisible entre 3. Supongamos que para cualquier valor de л la 
suma Sp es divisible entre 3. Tenemos: 

Sal (a H5 (+ 1143 =S 43 (1? + 3043). 
Por consiguiente, Snes también es divisible entre 3. 


290. Las bolas se han colocado en la base de la pirámide en forma de ип 
irtangulo equulátero. Supongamos que el lado de este triángulo contiene п bo- 
las Entonces, en la base de la pirámide habrán n+(1—1)+(n—2)-+...-+ 


48724 pa bolas: La segunda capa de la pirámide Пепе 


1 
(0—1) (0—2)+...4+3+24+1= Ja 


bolas. La tercera liene 


(п—2) (n— 1) 
2 


bolas y asi sucesivamente, La última, la capa superior, se compone de una 
sola bola. En total еп 1а pirámide hay 120 bolas. Por consiguiente, 


met), de, идер 3-4 23,12 


et 
La parte derecha de la igualdad es igual a 
п(а-Е1)(1--2) 


© 
(véase el prublema 265, pág. 201), por consiguiente, para la determinación de 
п obtenemos la cenación 
пп 0000720. п) 


Esta cenación liene una so'ución evidente n=8. Para hallar las demás solucio- 
mes de esta «enación pasamos 720 а la parte izquierda y dividimos el polino- 
mio obtenida por n—8 El cociente de la división será igual а л?-4-11л--90. 
Puesto que las raices de este último polinomio son irreales, la ecuación (1) по 
diene mas soluciones enteras que л =Й. Asi pues, en la base de la figura pira- 


midal hay S 
anth 
шеш. 


bolas 


291. Puesto gue la cantidad de cajones llenos es igual a т, la cantidad de 
cajones metides será igual а mé. De aquí se deduce que la cantidad de todos 
los cajones (junto con el primero) es igual а mé+ 1. Por consiguiente, la can 
lidad de cajones vacios es 


meti тетж. 


GEOMETRIA 


A. PLANIMETRIA 


1. Problemas de cálculo 


292. Tracemos la bisectriz del ángulo A (véase la fig. 8) Esta bisectriz 
intersecará el lado ВС en el punto D y lo dividirá en partes proporcionales 
a b y с. Observemos a continuación que el Д ACD es semejante al A ABC 
puesto que tienen el ángulo С común y el ángulo CAD es igual al В. De aquí 


АС ВС ь 
TD Аб ° "ар 
эуе 
Por consiguiente, 
a үнү 
2 
ч. 
+. j 
a ЖМ 
4 Ы + 4 reg ч 
FIG. 8 FIG“ 


293. Sea AD la bisectriz del ángulo recto А en el A ABC y DE | АС 
(fig. 9). Puesto que 


20АЕ= 5, entonces, АЁ =DE =--> 


7T 


donde x=AD es la longitud buscada. Es evidente que 


De aqui 


294. En el triángulo ABC (fig. 10) O es el punto de intersección de las 
medianas AD y ВЕ, ÁC=b, BC= a. Hallemos AB =c 

Supongamos que OD=x y OE=y. Valiéndonos de la propiedad de las me 
dianas, de los triángulos АОВ, BOD y AOE liallaremos: 


west, Фау, arq limo 
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Eliminando x e y, obtendremos: 
аё+ы 
а. 
‚ә: 
Las condiciones de existencia del triángulo con los lados a, b y с, adquieren 


la forma 
баву > a, 540—5) < at+ ht 


La primera desigualdad, evidentemente, se cumple cualesquiera que sean a y b, 
mientras que la segunda se transforma en la siguiente: 


aè ЕСС <o 


га 10 FIG. и 


Resolviendo esta desigualdad respecto а >, definitivamente obtendremos: 


205, Admitamos que ZACD=ZDCE=¿ECB=4 y CE=x, CD= 
(ig. 11). Para el área del Triángulo ABC se pueden escribir las tres expresio. 
nes siguientes. 


1 П 
Saco+ $рсв = у бу sen a-+-y ау sen 2a, 


1 
Злск+$ксв= чу bxsen da + gorsen a, 


1 
Saco+Soce+ Зксв= у у зета ay sen a+ arena. 


Igualando las partes izquierdas de estas igualdades y temiendo еп cuenta la 
condicion del problema obtendremos un sistema de tres ecuaciones: 


x 
Lacosa=x+a e 


22 cosa- y+ bE, 
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296. Designemos pur 5 el area del triángulo dado АВС (fig 12) y haga 
mos - . Entonces el área del A ADE serò igual a x*S y el área del 
A АВЕ, igual а х5. La condición del problema conduce а la ecuación 

S= esm, 


resolviendo la cual obtendremos 


Р сы 
з р 
= 7 


El problema es soluble si 52> 442 у bene una о dos soluciones en dependencia 
de que sea S > 484 o S=48% respectivamente. 


2 
4 
2, 
Da EN A 
FIG. 12 


FIG. 13 


5 


297. Designemos рог S el área del triángulo dado ABC, Los triangulos соп 
áreas iguales а Si, 5, y Sy, obtenidos según la construcción indicada en la 
condición del problema, son semejantes al A АВС (fig. 13). Por eso, sus árcas 
son entre sí como los cuadrudos de sus lados semejantes, de donde 


D ХА Ee Sa, 
e VER VE 
Sumando estas igualdades miembro a miembro, hallaremos 

з=(ИЗ + ҮЗ + ЗУ. 
298. El tercer lado del triangulo, igual a la altura bajada ә este lado, lo 


designamos рог x. Haciendo uso de dos expresiones para el àrea del triángulo 
dado, obtendremos la ecuación 


Y EE ъ= 
2 E 


Resolviendo esta ecuación, hallatemos: 


№ yete +2 32и 0). M 


La condición indispensable para la solubilidad del problema es la condición 
IS A 2} 


Si se cumple esta condición, ambos valores de a? en (1) son positivos. Es fácil 
comprobar que si se cumple (2) también se cumplirán las desigualdades 


b+c > хрг|ф—с|, 
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ademas, el signo de igualdad tendra lugar solamente еп el caso еп que sea 
10, Esto último tiene Jugar cuando, siendo б = с, en la igualdad (1) se toma 
delante de la raiz cuadrada el signo menos. Por consiguiente, en el caso cuando 
b=c el problema tiene una sola solución 


2 
ү 
Si Ье, el triángulo existe solamente en el caso en que se cumpla la desigual- 


х b. 


dad (2). Resolvicndo esta desigualdad respecto a 7 hallaremos que es equiva- 
lente a las siguientes desigualdades: 


ж 
2 e ЖУ EN (3) 
ҮЗ ‹ 2 


Por consiguiente. para b # с existen dos triángulos, sl ambas desigualdades (3) 
se cumplen con el signo <, y uno, cuando por lo menos una de las desigual- 
dades se cumple con el signo =. 


FIG. 15 


299. Supongamos al principio que el A АВС es асап о (lig. 14). 
Entonces 


Sape— Sanc, =SBac сва FS acer 10) 
Tenemos: 


+ AB, AC, sen => 


Sac, АВ cos A- AC cos A sen A= 


ы 


=} АВ. AC sen А cos? А =S anc cos? А 
y análogamente 
Seña = Ѕавс соз? В, Saca, = авс cos* С. 


Colocando estas expresiones en (1), despues de las transiormaciones evidentes, 
obtendremos: 


Sate 1 — сов? A — cos? В—соз*С. Y 
Sanc 


Si el A АВС es vblusangulo (tig. 15), en vez de (1) tendremos: 
Sanct Same, = Space + $с,зд, HSA 
y, correspondientemente, en vez de (2) 
Sama 
Sane 


BARC cost A- eos? B + cos? C— l, 
Sans 
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Por fin, si el A АВС es rectángulo, Same, —0, lo que, como es fàcil 
comprobar, resulta también de las fórmulas (2) y (3) 


300. 1) Sean BO y CO las bisectrices de los ángulos internos del A ABC 
(fig. 16). Es fácil ver que los triángulos BOM y СОХ son isosceles. Por consi- 
guiente, MN=BM б. 

2) La dependencia MN=BM-+CN es válida también рага el caso de 
bisectrices exteriores. 


FIG. 16 FIG 17 


3) Si шпа de las bisectrices es interior y la otra exterior (fig. 17), enton- 
ces, de los triángulos interiores ВМО y CNO hallamos que MN =CN— BM, 
cuando CN > BM, y que MN'=BMCN, siendo СА < BM. Así pues, en 


este caso 
MN = {СА ВМ |. 


Los puntos М у N coinciden solamente еп el caso (3), sı el Д АВС es 
isósceles (АВ = AC). 


301. Tracemos a través del punto P tres rectas paralelas a los lados del triån- 
gulo (fig. 18). Los tres triángulos formados (rayados en el dibujo) tambien son 


FIG. 18 FIG 19 
regulares y la suma de sus lados es igual al lado AB=a del triangulo АВС. 
Por consiguiente, la suma de sus alturas es igual a la altura del Д АВС, por 


lo tanto, _ 
РО +РЕ-ЕРЕ=© a 


La suma BD+CE+AF es igual a la suma de los lados de los triángulos 
rayados más la suma de las mitades de estos lados, o sta, 


Вр+СЕ+-АР= а 


25 


Por consiguiente, 
PD+PE4+PF_ 1 


BD+CE+FAF уЗ’ 


302, Sea O el punto de intersección de las medianas en cl A ABC (tig. 19) 
En la prolongación de la mediana ВЕ trazamos ED=0F. Según la propiedad 


de las medianas los lados del Д СРО son iguales а 2 de los lados del trián- 


gulo compuesto por las medianas. Designando el área de este último por Su 
tendremos: 


9 
5 =-ү5сро- 
Por otro lado, el A СРО está formado por dos, у el A АВС por seis triangu- 


los equicimensronales al A CEO. Por eso, 


1 
Sepo— ў Sanc: 


Por consiguiente, 


„Эр „2% 
Sanc T 


303. Supongamos que sea ABZ el triangulo dado (fig. 20). El área del 
А СОВ es igual a Таг, y el área del Д СОА es igual a Or. Sumando estas 


с 


4 77 
гїб. 20 FIG. 21 


magnitudes у expresando el área del Д АВС por la fórmula de Heron, obten- 
dremos: 


donde 


304. Sea P ol radio de la circunferencia circunscrita y г el radio de la 
circunferencia inscrita. Entonces (fig. 21) AB=2R y 


=r cot E. E 
AB=r cots +1 соат. 
De aqui 
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Además, 


aba CHAR 
gtr + (9+5) = 
ез decir, 
а в 
ошу 
ар В ы 
со 7-08 7 
de donde 


cotg Z coig Ё 6 
Por consiguiente, соіа < y жш} son iguales a las raices de la ecuación 


cuadrada xt —5x+6=0. 
Definitivamente obtenemos: 


a= асу. P=2arotg 


305, Designemos por a y $ los lados del rectángulo dado y por q el ángulo 

entre los lados de los rectángulos dado y circunscrito (fig. 22) Entonces, los 
lados del rectángulo circunscrito serán 
iguales a 


acosp+bseng у aseny+cos ip 


2 с 


FIG. 22 


Según la condición del problema 
(a cos q +bsen q) (a sen p-b соз q) == т, 


de donde hallamos que 
2 95 207" — ab) 
sen 25 ш = эш 

La condición de solubilidad del problema será 0<sen?24 < 1, lo que es 

equivalente a las siguientes desigualdades: 
Viene 
F: 

306. Si el Z AED= / РЕС (fig. 23), también el ZCDE= DEC, de donde 
CE=CD. Por consiguiente, E es el punto de intersección del lado АВ con la 
circunferencia circunscrita desde el centro С con el radio CD. El problema es 
soluble si AB = ВС, además, tiene dos soluciones cuando АВ > BC l una sola 
solución cuando АВ = ВС. (Él punto E, en la fig. 23 corresponde а la segunda 
solución). 
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307. ГІ la 


lateral se ve desle el vértice de la hase inferior bajo el ángulo 
5 (big 24) y la lnea media es igual al segmento desde este vértice hasta el 
pie de la altura basada desde el vértice opuesto, es decir, A cotg $. Por com 


siguiente, el área del trapecio es igual a 


\ S= сош +. 
308. Los puntos medios de las diagonales E y 


E del trapecio se encuentran sobre su línea media 


MN dig. 25). Pero, М Ж. Рог consi- 


кшете, 


309, El paralelogramo está compuesto por В 

HG 24 triángulos equidimensionales al triángulo AOÉ. La 

figura (el octacdro) obtenida por medio de la constric- 

ción indicada también está compuesta por 8 triángulos equidimensionales al 


APOQ (ig. 2). Puesto que 0P=>,04 (por la propiedad de las medianas 


en el A DAE) y 0027-00, entonces 


Spog =g лов. 


Рог consiguiente, la relación buscada єз igual a 5 


2 
FIG. 25 FIG. 26 
310. Lis evidente que KLAN es un paralelogramo (fig. 27), además KL = 


е $ AQ. Por consiguiente, 


2 21 1 
Зиму Sacs =F =q 0 


311. A las dos cuerdas dadas de longitudes 2а y 2b les corresponden los 
Ángulos centrales 2@ y 2B, donde 


¿QA par 
me mb 


El arco igual a 2(ж® + В) está formado рог іа cuerda 2с, donde 


с=п 4 f) 
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312. El área buscada «ъз igual a la suma de las áreas de dos sectores cuyos 
ángulos son2a y 28 (fig. 28) menos el doble del área del triángulo con los 
lados R, r yd: 


S=Ria=rfp—Rdsna 
Para hallar los angulos æ y В tenemos dos ecuaciones 


Rsena=r senf, 
Reos a+ cos $ 


FIG. 27 FIG, 28 


resolviendo las cuales, hallamos. 


de 
соз@== 


Por consiguiente, 


@+— a Peri 8 / ERAN 
SaR arccos LE месоз E Ra ү (E) 


313. Sea К el punto de contacto de las dos circunferencias de radius 7 y ry 
y P el pie de la perpendiculor bajada desde el centro O, de la tercera circun- 

ferencia a 00, (fig. 29) Haciendo KP = 
=x, tendremos: 


AB=2V EZE 1 


FIG. 29 FIG. 30 


El valor de x se determina de la ecuación 


(4 REA 
y es igual a 
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Colocando este valor de x en (1), obtendremos: 


PATA 
ren 


314, Scan O, y O, respectivamente los centros de las circunferencias de 
radios R y r y O, el centro de la tercera circunferencia. Supongamos que sea 
x el radio de la tercera circunferencia y P el punto de tangencia de éste con 
el diámelro 0,0, (fig. 30). Aplicando el teorema de Pitágoras a los triángulos 
0,04P у 010,Р, obtendremos la igualdad 


0/0 =0,P2+10,0,+ Y 0,0 —0,P3. 
Colocando aqui los valores 0,0Оу=г-+Ех, 03Р х, 0,0,=R—=r, 0/0 =R=x, 
obtendremos una ecuación respecto a la in- 
cógnita x 
ram (Rd VR, 
Resolviendo esta ecuación, hallaremos que 
R—r 


RR 


СА 


315, Sean Оу, О, y О, los centros de las 
tres circunferencias iguales y O el centro del 
ча de ы lo 7 йе АЯ реше 
por Sora, el árca del Al ‚ рог Sao, 
el arca del sector A0¿8, entonces, el area 
buscada será 


П n 
$=-у (Somm San) @) 
Si R es el radio común de las tres circunferencias, entonces 


y3 (RHN, 


Кау 


de donde 


Y 
=P 


R =@+2 03), 


A continuación, hallamos: 


5ооо,=-р?ВЁ ҮЗ = ИЗ R*=3(1247 Y 3)r2, 


1 ее 
Sam == (744 VD) 
y por la fórmula (1) obtenemos definitivamente: 
з отут (зиз), 
316. Sea 0,0 | 0,0, (véase la fig 32). Tenemos que 
005=0,04+0,0*—20,0-0,D=0,03 +003—200,:DOy, ИШ] 
donde 0,0,¿]4-Er, 0:0y=b+r, 010 (04-5) а=, 
00;= (а+8)—5=а. 
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Haciendo O,D=x, escribamos la segunda igualdad de (1) еп la forma 
(a+ 14620 =(04- 1 4-0 — 2 (0 +b—x), 
de donde hallaremos que 
=a} гү 
Ahora, la primera igualdad de (1) tomará la forma de una ecuación con una 
incógnita 7 
(a+b—r) = (а 114622 (a 4 


FIG. 32 FIG 34 


Resolviendo esta ecuación, obtendremos definitivamente que 


317, Designemos рог a y b las distancias desde el punto dado А hasta las 
rectas dadas f, y la y por x e y las longitudes de los catetas del triângulo 
buscado (fig. 33). Observando que L=sen q, hos q, tendremos dos ecua- 
ciones: 

РИ 
яти 


ай 


Transformando estas ecuacioos, obtenemos el sistema 
хџ= 28, | 
itxt ар = Akt, 


Resolviéndolo, obtendremos que 


ЖЇК + VET, 


Крита + VET] 


El problema es soluble si 4*=>ab у tiene dos soluciones siendo 42 > ab у una 
sola solución cuando А2 = ab. 


318. Uniendo los centros de las circunferencias obtendremos un polígono 
semejante а! dado. El centro del polígono obtenido coincide соп el centro del 
polígono dado y sus lados son respectivamente paralelos a los lados del mismo 
(fig. 34) 
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Supongamos que sea z el radio común de las circunferencias que se exami- 
пап Entom:es, el lade del poligono construido por nosotros será igual a 2r y 
su órea será 


о-= пг? со E 
nr? colg E 
(1—2) 


п 
вопо. Para el area huscada 5 de la “estrella” obtenemos la expresión 


Admitamos, a continuación, que f= sea el ángulo interior del poli- 


FIG. 34 FIG. 35 


de donde 


y, por consiguiente, 


319. Cn las denotaciones de la fig. 35 teneinos que 
асбу (РА кА, L сову (Fay 80). 


El cuadrilátero DEGA será inscrito si, y sólo si, ZCGF=ZCDB, es decir, 
si АС=80. 


320, Sea O el vérlice del angulo agudo а y Op el centro de la R-ésima 
circunferencia (fig. 36). Entonces, 
а 


к= 0бума у, та 006 ан) етт 


а а 
пн =at SED ана SO ту. 


Por consiguiente, 


хеп 5. 
2 


sz 


es decir, los radios de las circunterencias forman una progresión aritmética cuyo 
denominador es 


1-05 
— 
1+ sen $ 


321. Supongamos que cl ángulo mínimo entre los rayos reflejados y «l pla- 
no Р sea igual а а (fig. 37). Semejante ángulo lo furma el rayo que pasa por 

el borde del espejo С después de ser una vez refle- 
jodo en el punto B. Según la condicion del problema 
CF | DA, por consiguiente, ZOCB = С0ВС =а. De 


FIG. 36 


la condición de reflexión en el punto В se desprende que СОВР =a, Por 
esta razón, en el triángulo OBF tenemos: 


LBOF=2%,  LOFB=180"—2—a=180—32 


Designemos la distancia desde cl espejo hasta el plano por Л, y el radio del 
circulo iluminado AD por г. Puesto que el radio del espejo es igual a 1, entonces 


tga. w 


Del triángulo ОВЕ, según el teorema de los senos, hallamos. 


sena 
da: 


En virtud de la semejanza de los triángulos CBF y DBA, sus alturas son pro- 
porcionales a sus lados, asi que 


AD_h+sen2a 
ETE 
о bien 
2 hip sen 2% 


ы (2 
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Resolviendo conjuntamente las ecuaciones (1) y (2), hallamos: 


Luego, 
ра = ЖЖ g [ 
TF cos da i #+ 7 
por lo tanto, de (1) obtendremos: 
V3—1 


1 T) 73 
в=-у (И) V= 


322. Es necesario examinar diterentes casos en dependencia del valor de la 


r 
relación —. 
а 


0 2-22 VĒ Las circunterencias no cortan al cuadrado, S=af. 


5 £ re 
» Ж < Y E Fs evidente que en esto caso S=al—80, donde о es 
el área del Irrángulo curvilineo rayado (fig. 38). Tenemos: 


1 L 
аата Их 


donde ф= сер E. Para hallar x observemos yue 
хүү 


de donde 


yr” 


yz 


Por consiguiente, 


ala— Y Ej ro arsen 
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ўа ЖЕ А 
ыы ла о es el área del triángulo сить 


lineo rayado (fig. 39). Tenemos: 


donde 


Observando que 


hallamos: 


Por consiguiente, 


ma 
ia ESSE A 
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El area buscada es igual 


FIG. 40 


323. Tenemos (fig 40): 


SS) 5,5,5 (0 
5, 540 
55 б 
de donde 5,5 513. Pero, evidentemente, lenemos que 
Si4-S1 5, 5, 


A continuación 


por lo tanto, 5у= 5 y бу=5= KISE 
Bor consiguiente, de (1) obtenemos que 


SS +42 У 5,5, =( ИЗ HV S 
324. Designando por a, b, e y d las longitudes de los lados y рог т, л las 


longitudes de las diagonales del cuadrilátero (fig. 41); por el teorema de los 


cosenos tenemos: 
n” =a +d*—2ad соз, 


në = bt4 0420 cos ф 


De aquí 
(bc Had) n? = (a° 4-4) be4-16* +0*) ай = (а 5-ad) (a: bd) 


8 28665 


Por consiguiente, 


Análngamente halla remas- 


Multiplicando estas igualdades entre si, obtendremos el teorema de Plolomeo: 
mn =0c--bd, 


2. Problemas de construcción 


325, Scan O, y Os los centros de Jas circunferencias dadas. Trazamos la 
recta O,A y a traves del centro O de la segunda circunferencia una recta 
paralela а 0,4 que corta Ja segunda circunferencia еп los puntos Му N 


FIG 42 


(fig 42). La recta MA itersecorá la segunda circunferencia en el punto Ру. 
La recta ОР, intersecará la 0,4 en el punto Су. De la semejanza de lus trián- 
gulas МОР, y АСР, se deduce: 

СА = СР, 


Por consiguiente, la circunferencia de centro Сү y de radio C,A es la circunte- 
rencia buscada, La segunda resolución se obliene con ayuda del punto А lo 
mismo que la primera con ayuda del punto M. Si uca de las rectas МА o NA 
resulta tangente a la segunda circunferencia, entonces queda una solución y la 
segundo dará esta langene (el centro de la circunferencia se encontrará en el 
infinito). Esto tendrá Jugar cuando, y sólo cuando, el punto A coincida соп el 
punto, de fangenca de una de las cuatro tangentes comunes а las circunferen- 
cias dadas 


326. Sea O el centro de la circunferencia dada y AB la recta dada (fig. 43). 
El problema se resuelve de forma análoga al anterior. En el caso general tiene 
dos resoluciones. Habrá los casos particulares siguientes: 1) la recta dada 
interscca la circunferencia y el punto dado A coincide соп шю de los puntos 
de intersección (лп hay ninguna solución), 2) Ja recta dada hace contacto con 
la circunferencia y el punto А no coincide con el punto de intersección 
(tiene una solución). 3) la recta dada hace contacto con la circunferencia y 
el punto A exncide con el punto de intersección (tiene una cantidad infinita 
de soluciones). 


327. А traves del centro O de la circunferencia dada trazamos una recta 
perpendicular а la recta dada £, que corta Іа circunferencia en los puntos М y N 
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(на. 44). La recta MA intersecará la {еп el punto Py, FI punto Сү es el punte 
de intersección de la perpendicular a la recta } levantada єп el punto P, con 
la recta ОА. De la semejanza de los triangulos AOM у АСР, se desprende 
que C¿A=C,P,. Por consiguiente, la circunferencia de centro Сү y radio СА 
es la buscada. La segunda resolución se obtiene con ayuda del punto А lo 
mismo que la primera con ayuda del punto M. Si la recta Ї по pasa por nm- 
guno de los puntos А, Му N y el punto А 
ño coincide con M о con №, entonces el pro 
blenia siempre tiene dos soluciones. 

Supongamos que А no coincide con Мо 
con N: si Г pasa a través de M o de М, entonces 
el problema tiene una sola solución (la segunda 
circunferencia coincide con la circunferencia 
dada); si 2 pasa por A, el problema no tiene 
ninguna solución 

Supongamos que А coincide соп M; 1! no 
pasa por ninguno de los puntos M y N, entonces FIG. 44 
el problema tiene una sola solución (la segunda 
pasa а [а recta l); si £ pasa por М, la solución será la circunferencia dada y si 1 
pasa por M, el problema tiene una cantidad infinita de soluciones 


[ 


328. Valiéndonos de la hipotenusa dada АВ==с como diametro, tracemos 
una circunferencia con su centro en el punto O (fig. 45) Tracemos OE | AB y 
marquemos sobre ОЕ el segmento OF=h. La recta paralela a АВ que pasa 
por F intersecará la circunferencia en el punto buscado C, El problema es 


SA 


FIG. 45 FIG. 4 


soluble si ieg Las longitudes de los catetos a y b зе hallaran con ayuda 


del sistema de ecuaciones 
ачи =, 
сы] 
Resolviendo este sistema obtendremos: 


a= (VEF e+ V A), 


(VEF e үа—%) 


329. Tomamos el segmento АВ y sobre la recta АВ trazamos el segmento 
АЕ = AD (fig. 46). Tomando como basa a BE construimos el triángulo BCE 
con lus lados BC y EC=CD. Sobre е! segmento АС сото base, construimos 
el AACD con los lados AD y CD. El cuadrilátero ABCD es el buscado, puesto 
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que tiene los lados dados y el ZDAC=ZCAE (los triángulos ACD y АСГ son 
iguales рог cunst rucción). 


330, Айтнато$ que sean Н, S у M los puntos de intersección de la altura. 
la bisectriz y la mediana respectivamente con la circunferencia circunscrita K 
que tiene por centro el punto O (fig. 47). Tracemos la recta SO y a través del 
punto Н una recla paralela а SO que cortará por segunda vez a К cu el punto А 
Eracemos la recta AM que intersecará a 50 en el punto Р. А través de P tra- 
cemos una recta perpendicular a SO que cortará a 
la cireunferencia en los puntos В y С. El triángulo 
ABC es el buscado, puesto que АН | ВС, 85 = 
3, ВР = РС. El problema es soluble si, y sólo 
si, Й, 5 y М no se encuentran en una misma 
recta, la tangente a la circunferencia K en el punto 
H no es paralela а SO y si los puntos Ну M se 
encuentran a diferentes lados de lu recta SÓ, pero 
по en un mismo diámeiro de la circunferencia К. 


331. A. Caso de tangencia exterior. Desde el 
punto O de intersección de las biscetrices de los 
ángulos internos del triángulo ABC bajemos las 
perpendiculares OM, ON у OP a los lados del 
FIG. 37 triángulo (fig. 48). Entonces AP= АМ, ВР=ВМ 
CM=CN. Pur consiguiente, las circunferen- 
clas de radius AP, AM y ČN cuyos centros son А, В y € lendráa conlacio 
ina соп la otra en los puntos P, M y М. 


B. Caso de tangencia interior, Desde el punto O de intersección de la bisec- 
triz del ángulo C con las bisectrices de los ángulos externos А y 8 bajemos 


в 


FIG. 48 FIG. 49 


las perpendiculares OM, ON y OP a los lados (o а las prolongaciones de los 
lados) del triángulo ABC (fig. 49). Entonces, 


AP=AN, BP=BM, CM=CN. 


Por consiguiente, las circunferencias de radios AP, BM y CN cuyos centros son 
los puntos A, В y С tendrán contacto una con la'otra en los puntos P, M y А. 

Obtendremos dos soluciones más tomando las bisectrices del ángulo interno 
А у los externos B y C o del ángulo interno B y los ángulos externos А у С. 


332. La resolución se basa en la siguiente propiedad: sı las alturas йд y fp 
del triángulo inscrito ABC cortan а la circunferencia en los puntos А, y B, 
entonces el vértice C divide el arco 4,8, por la mitad (fig. 50). Esto se des: 
prende de la igualdad de los ángulos ZA, AC y /ВІВС, cada uno de los 


cuales es igual a 3 LACB. 
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Construcción. A través del punto A trazamos una recta en la dirección dada 
hasta su intersección con la ciresoferencia en el punto Ay; udinttamos que sea 
В, el punto de intersección de la altura kg con la circunferencia; hallamos el 
punto medio С del arco A,B, y trazamos AC; lrazamos В,8 | AC; el Iriángulo 

ABC es el buscado. 

La segunda solución AB'C" se obtiene 
si se toma el punto medio C” del segundo 
arco 4181. 


с'р 
| POR 
4 Е b 


FIG 5) 


333. Unamos el punto medio E de la base АВ соп el vértice C y һаЦетоз 
el punto Q de intersección de las rectas EC y AD (fig. 51) La recla РОМА 
paralela a АВ es la buscada. En efecto, 


РО АЕ | 
ом 

de donde PQ=(M; luego, 
Hs: „Ер. 
СБ “Tb: 


de donde МА == РО. La segunda solución se obline con ayuda del punto me- 
dio E” de la base CD de la misma manera que la primera con ayuda del £. 


334. Supongamos que se ha construido el cuadrado ABCD, adernás, В »s el 
vértice dado, Ё y F son los puntos dados (fig. 52) Fl vertice D debera encon- 
trarse en la circunferencia construida tomando 
а EF como diámetro, Атат que BD 
corta a la circunferencia en el punto K. 
Entonces, ЁК = КЎ, puesto que ZADB= 
= ¿BDC. 

Construcción, Tomando EF como diáine- 
tro, construyamos una circunferencia y desde 
su centro levantemos una perpendicular a EF 
hasta su intersección con la circunferencia en 
los puntos K y K’; unamos 
В соп K y prolonguemos BK hasta su inter 
sección con la circunferencia en el punto D; 
tracemos las rectas DE y DF y a través del 
punto В, las perpendiculares BA y 8С a 
estas últimas rectas. ABCD es el cuadrado 
buscado, La segunda solución se obtiene ha- 11G. 52 
ciendo uso del punto K'. El problema tiene 
siempre dos soluciones, excepto en el caso cuando el punte B se encuentra 
en la circunierencia de diámetro EF. En este último caso el problema no tiene 
solución si el punto 8 по coincide con uno de los puntos K y K”. 


A в 
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335. Primera solución. Tracemos ADIMB hasta su intersección соп la 
prolongación de BC en el punto D (fig 53) Еп el segmento CD hallamos el 
punto Y tal, que ©: 


ск 


Га recta AN ез la buscada, ya que el área 5 ам = рал, рог consiguiente, 
5лвс— рме У йе acuerdo con la construcción Хрис Ё$х ыс. 

La segunda solución la ubtendremos valiéndonos del punto N, lal, que 

CD _ 

N.D” 


k 


Entonces 
СУТИН 
Sansi 


Teniendo en cuenta la posibilidad de una construcción análoga partiendo del 
vértice C (en vez del A), es fàcil convencerse de que si k 2 2 el problema tiene 
siempre dos soluciones y si 2=2, sólo una 


336. Para la construcción es suficiente conocer la altura A=KL del 
rectángulo 

Supongamos que s 
sobre el lado AC (fig 


KLMN el rectángulo buscado y que КА se encuentra 
54). Si se traslada el vértice B paralelamente a la base 


2 


FIG. 53 


AC y se conserva al mismo tiempo la magnitud A constante, entonces se conser- 
varán también constantes las magnitudes de la base y de la diagonal del rectán- 
gulo (puesto que LM constituye la misma parte de AC que BH—h de BH). 
Por consiguiente, para hallar й el triángulo dado ABC puede ser sustituido por 
cualquier otro соп la misma base AC y la misma altura BH. Es más cómodo 
tomar un triángulo con un angulo recto en la base. De aquí obtenemos la siguien- 
te construcción. Írazamos a través de В una recta paralela a AC y a través 
de C una recta perpendicular a AC; desde el vértice del ángulo recto Č, con una 
ubertura del compás igual a la longitud d de la diagonal dada, hacemos una 
intersección L, en la hipotenusa AB), а través de L, trazamos una recta paralela 
а AC; los puntos £ y M de intersección de esta recta con los lados AB у ВС 
son los vértices del rectángulo buscado. Según que la altura del triángulo АВ,С 
bajada desde C sen menor, igual o mayor que la magnitud dada d, el problema 
tendrá dos soliciunes, una o no tendrá solución. 


337. Inscribimos en el ángulo dado la circunferencia dada. Desde los puntos 
de tangencia A y В en los lados del ángulo, trazamos los segmentos AC y BD 
iguales al lado dado del triángulo (fig. 55). 
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Inscribamos en el ángulo dado una segunda circunferencia de modo que haga 
contacto con los lados del ángulo en los puntos С у D. Tracemos una tangente 
común EF a las circunferencias construidas. Demostremus que el A SEF, ubte- 
nido de esta manera, es el buscado. Para ello, es suficiente demostrar que 
АС РЕ. No es difícil convencerse de que el perimetro del Д ЗЕР es igual 
а 25С: por otro lado, este perimetro, eviden- 
temente, es igual a 2(SA+EL+LE). Аз * 
Ф 

pues, Р 

4 Э 

Ў AN 


SC=SA 4 EL+ LF, 


A+AC=SA+EF, 


92 
es decir, & 
АС= ЕР, 
con lo cual el problema queda demostrado. 
Está claro que el problema tiene dos so- FIG 55 


luciones si las circunferencias no se intersecan 

y una solución cuando éstas tienen contacto. En el caso cuando las circunte- 
тепсіаз se intersecan el problema en insoluble. Supongamos que sea a cl ángulo 
dado, z y R los radios de las circunferencias y a el lado dado del triángulo. La 
distancia entre los centros de las circunferencias es igual а 


а 


Рага que el problema sea soluble es necesario que 


а 


R+r> 


Pero, 


y. por consiguiente, deberá ser 


ra > 


o bien 


338. Tomando como centro el punto B, 
trazamos una circunferencia que hace contacto 
соп la recta CD ifig. 56), Desde el punto А 
(si A y B se encuentran a distintos lados de la 
FIG. 56 recta CD, o desde el punto 4”, simétrico a А 

respecto a CD, si A y В se encuentran a un 
mismo lado de CD) trazamos la tangente АК a la circunferencia construida. El 
punto M de intersección de АК (о A'K) соп la recta CD es precisamente el bus- 
cado. En electo / AMC=Z KMD=2L BMD. 
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3. Problemas de demostración 


339. Sea BO una mediana del triángulo ABC; construyamos a base del 
triángulo ABC el paralelogramo ABCD (ік. 57). Del triángulo BCD tenemos 
que 280 < ВСҶ CD y, puesto que, СЮ = АВ, entonces 


AB+ BC 


ВО < —5 


Del Д АОВ y A ВОС termos 
во 


АС 


> АВ, 


во +55 > ВС. 


Sumando estas desigualdades, ablendremos: 

AB+RBC_ АС 

>) GU 

340. Supongamos que sea Del punto de intersección de las alturas, O el 

centro de la circunferencia circunscrita y E y F los puntos medios de los lados 

BC y AC (ig 58). Jos triángulos ADB у EOF son semejantes puesto que 

2 ABD= 2 ОРЕ y ¿ ВАр= 2 ОЕР (comu ángulos con lados paralelos). Por 
consiguuute, 


А 


Ог ЕР 1, 
AD АВ @' 
8 


> 


FIG 57 FIG. 58 
341 Véase la resolución del problema 301. 
342. Scan a, b y с las longitudes de los lados del triángulo, opuestos respec- 


tivamente a los ángulos А, B y С. Demostremos que la longitud l4 de la 
bisectriz del ángulo A se expresa por la fórmula 


а) 


En efecto, el área del triángulo АВС cs igual a 


Увс sen A=h da A ЕЯ 


De адш se deduce la fórmula (1). Análogamente, рага la bisectriz Lg del ángulo 
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B obtendremos la lórmula 


(2) 


Admitamos que sea a >b; entonces Z А> / В, y puesto que además 

0<@<®у о<-Ё-< ри lo tanto, соз < с 2. As pues, el nue 

7g! PIÑA ‚ созт < соѕ 7. As pues, el nu 

merador de la fracción (1) es menor que el numerador de la fracción (2). Ademas, 
1 


el denominador hh de la tracción (1) es mayor que el denominador 


de la fracción (2), ya que po Por 
consiguiente, La < ly 


A Moy 


FIG. 59 FIG ot 


343. Sea, el ¿CPQ=a у Z Р@С=$ (ig. 5%). Segim el огап de los 
senos tenemos: 
ВВ Вр РС CQ _ Аф _AR 
Sna enap h np ena senate sen 


Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, obtendremos. 
RB-PC-QA=PB-QC-RA. 
344. Sea el Z AKB=a, el Z АЕВ= фр y el Z ACB=y (fig. 60). Tenemos 
que а= ту, puesto que 


1 
шй=т. те. 


entonces 


De aquí Brr=%y a+b+i= 


345, Valgámonos del teorema inverso al teorema de Pitágoras" si la suma de 
los cuadrados de dos lados de un triángulo es igual al cuadrado del tercer lado, 
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este triángulo es rectángulo. En el caso dado, la relación 
(a+ 524 hi (с- А)? 
se cumple, puesto que es equivalente a la igualdad evidente ab= ch. 


346, Primera resolución, Tracemos AE de mancra tal, que 2 EAC=20" 
y BD J АЕ (fig 61). Puesto que el A CAE% АВС, entonces 


de donde 


а o 
СЕ y BE=0- 5. 


Por otro lado, el Z BAD=60", en virtud de lo cual 


у, puesto que АЕ=а, ED= 


FIG. 01 


Por consiguiente, 


Elevando ambos miembros al cuadrado y realizando las simplificaciones corres- 

pondientes, hallaremos ы esta relación es equivalente a la relación a demostrar, 
Segunda — resoluci Puesto que $ 

a—20 sen 10°, la relación a demostrar es 

equivalente a la siguiente: 


14-8 sen? 10°=6 sen 10°, 
o bien 
sen 30° = З5оп 10°—4 sen? 10°. 


La última igualdad se cumple en virtud de 
la fórmula general ж 


sen 3a = 3 sena — 4 senta, FIG. 62 


347. En todo triángulo, frente a mayor lado se encuentra mayor ángulo. 
Por esta razón, si en el A ABC (fig. 62) 


АС < АВМ, 


lo que es equivalente a las dos desigualdades: 


AM< BM, MC< BM, 
entonces, 
LABM<LBAM, 2 МВС < 2 BCM. 


Sumando estas desigualdades, obtendremos. 


ДАВС < LBAM+ 2 BCM=n— 2 ABC, 


de donde 
24 ABC <л о bien 2 АВС < 5. 


Análogamente se examinan los casos АС => 28M 


348. Primera resolución. Sea QQ'JAC y М el punto de intersección de AQ” 
con QC (iig. 63). En la figura, con arcos llenos se designan los ángulos cuyos 
valores son evidentes. 
Demostremos que 
QP | АФ. Ш 
En efecto, МС = АС; pero, AC=PC puesto que el Д ACP es Isósceles, Por eso, 
NC=PC y, por consiguiente, el A АСР es también isósceles, de lo que se 
desprende que 
LCNP= 2 NPC=80". 


De aquí, obtenemos fácilmente que Z Q'NP = 180° —60° —80° = 40° y, puesto 
ue Z №О'Р= 40°, el triángulo QQ'P ез igual al QNP. De aqui se deduce (1). 
hora está claro que el ZQ'PQ=50 y, por consiguiente, сі Z ОРА = 
= 180°— 50° — 50° = 80°. 


Segunda resolución (véase la fig. 64). Es fácil ver que el ángulo P= 80 
cuando, y sólo cuando, A АВР со A РСО (los ángulos cuyos valores se despren- 
den directamente de las condiciones del problema, se dan en la figura con arcos 
llenos). Demostremos que estos triángulos son en efecto semejantes, Para ello, 
en virtud de la igualdad de los ángulos АВР y PCQ, es suficiente verificar que 

йа РВ. (9 
С0 СР 
entonces, del triángulo isósceles СОВ tenemos: 

1 

Zos W 


Hagamos АВ = 


Q= 


Por otro lado, puesto que PC= AC, 
PC=2 sen 10%, BP=1—2 sen 10, 


Colocando estas expresiones en (1), obtendremos la igualdad equivalente: 
4 sen 10? cos 20" 1—2sen 10°. (2 
Es fácil revelar la validez de esta última igualdad observando que 


sen (10? 4 20%)4-sen (10° 20") 1 1 
2 E 


sen 10° cos W= -3 sen 10°, 


FIG. 65 


349, Sea dado el A ABC (fig. 65). Sobre la prolongación del lado АС tra- 
zamos АР =с. De la igualdad a*=b*+4-bc se deduce: 


Esto significa que los trlángulos CAB y CBD хоп semejantes A A= 2 CBD. 
Además. £ B= Z BDA= / DBA. Por consiguiente, ¿ Am LBF DBAS? £ В. 


850. Supongamos que sea OC la mediana del triángulo ОАВ,. Admitamos 
que el punto D se encuentre еп la prolongación de OC y OC=CD (véase la 
fig. 60). Demostremos que A А00 = ДОА В. En electo, AD=04, según la 
construcción. Luego, AOB,D es un paralelo- 
gramo, en virtud de lo cual AD = ОВ,=ОВ. 
Por fin Z ОАР = / AjOB, puesto que los 
lados de “estos ángulos son perpendiculares 
entre si: 40 | ОА, y OB, 1 ОВ según la 


FIG 66 FIG. 67 


construcción, y AD ОВ. Por consiguiente, A AOD=A0A,B y dos de los 
lados de imo de ellos son respectivamente perpendiculares а dos lados del 
otro. Por eso, los terceros lados son tambien perpendiculares, es decir, 
OD J АВ 


351. Sa ABC un triángulo acutángulo y AD, BE y CF sus alturas que se 
cruzan en el punto O (fig. 67). Cada uno de los cuadriláteros BDOF, CEOD 
y AFOE están Inscritos en cierta circunferencia. Por el teorema del producto 
de la secante por su parte externa, tenemos: 

Ар. А0 = АВ-АР = АБ, BL-B0=BC+BD=BA-BF, 
CF.CO=CA-CE=CB-CD, 


Sumando estas desigualdades, obtendremos: 


2(AD-40+ BE-BO+CF.C0)=AB- AF + BC-BD+CA-CE + АС- АЕ + 
+ ВА. BF +CB-CD = AB (AF + BF)+ ВС (BD+CDI+CA (СГ. 4 AL) == 
=(AB? (ВС) 4 (СА), 
con lo cual el Коеп queda demostrado. En el caso de un triangulo ubtusán- 


gulo, el producto correspondiente al ángulo obtusu debe tomarse con el signo 
Menos. 


352. Según la condición del problema b—a=c—b, б a: c=2b. Para cal- 

cular el producto Rr valgámonos de las expresiones para el área del triángulo 

en función del radio de la circunferencia circunscrita о inscrita y el lado. 
П 


Es conocido que S=- besen А, у рог el teorema de senos sen А g 
de donde 
ак 
> 


Por otro lado, S=rp, donde р cs el semiperimetro. Igualando ambas expresiones, 
tendremos: 


Lo E “ 
En las condiciones del problema 


_а+5+с 
m 


3 
“э b. 
Coloquemos este valor de p en (1), obtendremos: 


örR =ас. 


FIG. 58 FIG, 69 


353. Sea г la longitud de la bisectriz y т y a las longitudes de los seg- 
mentos еп que ésta divide a la base del triángulo (йд. 68). Por el teorema de 
los cosenos 


ад = ті 2m2 cos а, 
b? =z? 4n? 4 2n2 созт. 


Multiplicando la primera de cstas igualdades por п y la segunda por m y su- 
mando los resultados, obtendremos: 


па? + mb? = (т n) (2è +n). (1 
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En virtud de la relación =È teneros. 
тя 
ван поин 10: 
а? +-т = па = ть = = ab (m -+ n). 
Colocando esta expresión en (1), ublendremos lu igualdad requerida 
ab=2 + mn. 
Еп el casa eu que sea атар y mn, la igualdad demostrada expresará el 
teorema de Pitágoras. a? =2? pm. 
354. Segun la condición del problema BD=EC (lig. 69), Si M es el punto 
de interseccion de BC con DE, entonces, del A BDM y del A ECM tenemos: 


во рм ЕС МЕ 
еп enb’ eng nc” 


de donde 


Pero en el ДАВС 


Por consiguiente, 


355, Sean BD, ВЕ y BF respectivamente una altura, una bisectriz y una 
mediana en el triángulo АВС. Supongamos que AB < BC 


Entonces 
L£A>LC LCBD> ABD, 
de donde 


LCBD> 714 ABD +  бВру=-у 2 В, 
es decir, ¿CBD > ¿ CBE. Por lo tanto, la hisectriz BE рава por dentro del 


СС80 y el punto £ se encuentra entre D 
y 


“Luego, 
АЕ _ АВ 
a АРЕС 


de donde, 


1 1 
АЕ < q (48+Е0= 7 АС, 


FIG. 70 


es decir, АЕ < AF. Por consiguiente, el 
punto А se cmuentra entre E С. Asi pues, el punto F se encuentra 
entre D y Г, lo que era necesario demostrar 


356. Supangamos que en el triangulo ABC, BD es una de las bisectrices, 
BM, una de lis medianas y ВА, una recta simétrica con BM respecto a BD 
(Нв. 70). Si S anw у Sac son las áreas de los respectivos triángulos, entonces 


SS any=xhp=ncsen / ABN, 


Sqac= $t lag =ma sen Д MBC, 


donde hip es la altura bajada а АС desde el vértice В. Pueslu que Z£ ABN = 
= 2 МВС, entonces 


“ma ИЛ 
Análogamente 

2$увс = yhy=nasen Z NBC, 

Saga =“ пв me sen LABM. 


Puesto que Z NBC= Z ABM, entonces 


Dividiendo miembro a miembro (1) por (2), obtendremos: 
e 
y a” 

lo que había que demostrar. 


FIG. 71 


357. Las rectas AP, BQ y CR dividen al triá 
А АОВ, Д КОВ, Л ВОР, A РОС, Д С00, AQUA 
de los senos а cada шю de ellos, obtenemos: 


lo ABC en seis triángulos: 
71). Aplicando el teorema 


AR _ 40 40 _ AQ 
зеп seny ETT 
_B0_ BR ВР ВО 
seny sena" | sem 

со со 
sen(p+p) sen" 


Multiplicando miembro a miembro todas estas igualdades entre si, hallamos: 
AR-BP.CQ=BR.AQ-CP. 


358. Supongamos que sea K el centro de la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC, O el centro de la circunierencia inscrita en el mismo triángulo 
y D el punto medio del arco AC (véase la fig, 72). Cada uno de los ángulos 
Ф040 y £ 40D es igual а la semusuma de los angulos en los vertices Å y B 
fel triángulo ABC. De aquí se desprende que OD = AD. 
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Por el icorema de las cuerdas que se cruzan dentro de una circunferencia, 
teneinos que 
MO-ON = В0.00 


Luego, si OF | AB y FD es el diámetro, entonces los triangulos BOL у PDA 
son semejantes, de donde В0:ОЕ = ЕР: АР, asi que BO- AD=0E-FD б, puesto 
que AD=0D, BO-0D=0E-FD. Por consiguiente, 

MO-ON =0E.FD, 


Colocando en esta igualdad los valores MO = 2-1, ON =R—l, ОЕ =r, FD=2R, 
obtendremos 2—1 — 247, lo que era necesario demostrar. 


359. Primera resolución. Supongamos que sea ABC el triángulo dado, Xy la 
circunterencia inscrita de radio r y K, la circunferencia circunscrita de radio R. 
Construyamos un triangulo auxiliar A,B,C, de modo que sus lados sean para» 
lelos a los del A ABC y pasen por los vertices de éste (fig. 73). Tracemos tan- 
gentes a la circunferencia Ky, paralelas а los lados del Д 4,8,C,, conforme 
a la siguiente regla. la tangente A,B, paralela al lado А181. hace contacto 
con К, en ип punto que se encuentra еп el mismo arco АВ que el vértice С, 
ele. Los segmentos de las tangentes trazadas forman el triángulo А,В,С, 


ad 


FIG 73 


Entonces, el A А,В,С, se encuentra dentro del Д А,В,С, y estos dos 
triángulos son semejantes. Por esta razón, el radio А” de la circunferencia 
inscrita en el AA,B,C, по es mayor que el radio R de la circunferencia Къ 
inscrita en el Д А,В,С, es decir, R'< R; por otro lado, la relación entre los 
radios de las circunferencias inscritas en los triángulos semejantes A,8,C, y АВС 
es igual a la relación entre los lados semejantes de estos triángulos, es decir, 
АВ”? Así pues, R'=2r. Confrontando esta igualdad соп la desigualdad 
R'<R, obtendremos definitivamente: 


YSR. 


Segunda resolución. Sean r y R los radios de las circunferencias inscrita 
y circunscrita, 5 el area del triángulo dado, p el semiperímetro y a y b dos de 
Sus lados. Entonces, 


£_S_tabsenC _ 2RsenAsenBsenC 


R pR ? PR Ва А зеп зеп)" 
Pero, 
son Apsen B4 sen C=2sen AFB os 
AFB АВ, А+В с 
Hesen LE соз Ga sen E 5-05 -F 


Por consiguiente, 


A A 
Tyd sen sen se у 


El problema se reduce а la demustración de {а desigunldad 
A B с 1 
ѕеп en qe F < 
(veáse el problema 644). 
Tercera resolución. De la fórmula 22 = 82—297 demostrada en el problenia 
anterior, se desprende que R*—2Rr = 0, de donde R 2 2r. 


360. Sean a y b las longitudes de los catetos y e la longitud de la hipote- 
nusa. Comparando las dos expresiones рага el árca del triangulo, obtenemos: 


(aber =y 


de donde 

na e 

та o 
Puesto que a-+b>c, entonces, 

r ce 

т< 


Luego, еп virtud de la relación 02 =а2 4-08, ln desigualdad a? 4-02 = 2ab es 
equivalente a la desigualdad 22 >(a4-0)?, о bien а4-2 сс VF. De aquí que 


А с 
t> =V 1 > 04 
сИ с VZ+ 


һ 

361. Supongamos que sean А, B у С los ángulos del triángulo, a, b y € 

los lados opuestos a estos ángulos y P=a-+b+4c La relación necesaria se des 
prende de las igualdades 


ak = Бъ с = Рг u) 
Фс ka + (с-а) kot (a+b) k, = PR, 0 
sumando las cuales obtendremos que 
katko hh mr R 
La igualdad (1) es justa en virtud de que sus partes izquerda y derecha son 


iguales al área duplicada del triángulo. Para demostrar la igualdad (2) obser- 
vemos que 


k¿=ReosA, = со В, k 3 
y que 
bcos C+ccos B=a, 
ecos A+acos C: 
acos B-+b cos А = 


de donde, sumando miembro a miembro estas igualdades, obtendremos la igualdad 
(6+0) cos A+ (с-а) cos B+(a4 b) cos C= Р, 
que después de multiplicaria por R y hacer uso de (3), coincide con (2). 


362. Admitamos que sean А,В, В,С„, CzAs las líneas medras en el Д ABC 
Ay By C, los puntos medios de los segmentos АА,, BB, y CC, (fig. 74). 
Los Puntos A, В, y Ca se encuentran en las lineas medias del A АВС y, 
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ademas, no en lus extremos de estas lineas, puesto que de lo contrario, por 
lo menos uno de les puntos A, Bi, Су cumcidiria con шп vértice del triángulo 
ABC. Puesto que toda recta que no pasa por uno de los vértices del triangulo 
А,В,С, no corta al mismo tiempo sus tres lados, entonces, los puntos Аз, Ba, 
©; no encuentran en una misma recta. 


8 


LIO. 74 FIG. 75 


303. Si hy es lu altura del Д DON, Ap la altura del Д АВС y Saoc у 
Sam las áreas de los respectivos triángulos, entonces (fig. 75), 

Saoc „Му _0D_AF 

Sanc hg АВ AB 


y análogamente 
Saoa_BE — Scon СМ 
Занс BC’ Sane CA" 

Sumando estas igualdades, obtendremos: 
AF ВЕ CN 
IBtBCHTA 


364. 1) Exanunemos la circunferencia K’ de radio r’ inscrita en el cuadrado 
y tracemos las tangentes а esta circunferencia A'B’ || AB y В'С' | ВС (iig. 76). 


А 


Está claro que el Д А'В'С’ se encuentra dentro del Д АВС, por lu cual 
А'С' < АС. Puesto que A А'В'С' со A АВС, entonces 


P AC 


de donde x- 21 < 27, 
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2) Examinemos la circunferencia Ж” de radio 7° circunscrita al cuadrado 
y tracemos las tangentes а esla circunferencia A*B"LAB, 8"С"1ВС y А'С"|АС 
(li TD. Es evidente que el Л АВС se encuentra dentro del A 4"B"C" y, рог 
lo tanto, A”C” > AC. Puesto que 


AA BCN A АВС, 
entonces, 


de donde Š 
x= И? > VEr 


365. Supongamos que sea M el punto de intersección de las alturas АА, 
BB, y CC, del triángulo ABC; P el centro de la circunferencia circunscrita 
de 'radio R: Cy А, y В, los puntos medios de los lados AB, ВС у AC; 
OM=0P; ÒN | АС. Ay В, y Cs los puntos medios de AM, BM y СА 

s 


А 
С, 


0 


FIG. 79 


(fig. 78). Demostremos que el pay O equidista de Aj, Bi у Сү, donde 
i=1, 2, 3. Puesto que ON es la línea media en el trapecio MB8,B¿P, entonces 
0B,=0B, De la semejanza de los Iriángulos AMB y РА,В, hallamos que 
BM=2Pb, y, por lo tanto, B,M=PB,. Del paralelograma MB,PB, tenemos 
que 0B,=0B, 


Pero 
ов,= 1 вре. 


(como línea media en el triángulo PMB). Por consiguiente, 
08,=08,=08,=3 


De manera análoga se demuestra que 0A,=04,=0A,=0C,=0(,=0C, = 


2 

366. Supongamos que AA, ВВ, y СС, son las alturas del triangulo 
ABC, que se cruzan en el punto 0, C¡M!B,N | BC. ЛРС | AC, 
B,RILA)S | AB (fig. 79). 

1) Demóstremos que SM | AC. Tenemos que Д BAADA BCC сото 
triángulos rectángulos con el ángulo agudo ABC comun. De aqui 


Por consiguiente, Д ABCA АВС у / ВА,С,=/ ВАС. Tn el A ABC 
los segmentos AS y СМ son alturas. Por esta razón, repitiendo los razona- 
mientos anteriores, mostremos que ZBSM=ZBA¡C, Por consiguiente, 
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£ Дзен, BAC y SM1, АС. De análoga forma se demuestra que PN || AB у 
que RQ |I BC. 

2) Para demostrar que los vi dei hexágono MNPQRS se encuentran 
en una misma cireunferencia, es suficiente demostrar que cuatro cualesquiera 
de sus vértices consecufrvos se encuentran en una misma circunferencia, Esto 


POR, ОКУМ, SMNP). 
os los cuatro vértices RSMA y NPQR (de distintos lipos). De 
la proporcionalidad wbvia 


se deduce que NR || 4,C,. Por eso 
LMNR=¿ ВАС, = / ВАС == ВЅМ. 
Por consiguiente, Z MNR + Z МУК ел y los puntos R, S, M y N pertenecen 
a una misma circunferencia. Luego, 
ОРАКЪ L POR =л—(/ PNC+ L BYR) + л 2 АОК = 
=?п—(/ ABC + Z BAC+ / ACB)=3, 


de donde se deriva que lus puntos N, Р, Q y R están dispuestos también en 
una misma circunlerencia, De forma análoga se lleva а cabo la demostración 
para los démas conjuntos de cuatro vértices. 


367. Sean An Ba y Су los puntos de famencia de la crcunterencta merita 
con los lados del A ABC, y D el centro de esta circunferencia (fig. 80). Puesto 


e 
4 z 
4 
Й + b A e 
FIG. 80 FIG. 81 


que los segmentos de las tangentes a una circunferencia trazadas desde un 
mismo punto son iguales entre si, entonces 
CA¡=CB, ВА,=ВС,  AB,=AC;. 
Al mismo liempo, 
ОВ, =СА, B¡C=A¡D. 
Por consiguiente, 
AC+8C=CA,+4,84-0B,+8,4=B,D+AD+ BC, +AC,=21 +2R, 


donde г es el radio de la circunferencia inscrita, у R es el radio de la circun- 
terencia circunscrita. 


368. Supongamos que en el triángulo АВС, ABC es el ángulo recto, BD 
es la altura, BE es Ја bisectriz y BF la mediana (fig. 81). Puesto que ВР = РС, 
entonces £ CBF = Z ACB. Pero 


2 АВО 


1-4 BAD= 2 АСВ. 
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Por consiguiente, Z ABD= Z CBF y 
2 ЮВЕ £ АВЕ £ ABD = £ СВР— £ CBF = £ 1 ВЕ, 


lo que era necesario demostrar 


369. La disposición simétrica de los triángulos ABC у 4,81, respecto al 
centro O de la circunferencia inscrita significa que los respectivos puntus de 
dichos triángulos se encuentran еп una misma recta con O y cquidistan de éste 
dig 42) Еп particular, OC OCs, OB=08, y ВСВС es un paralelogram 
por lo tanto, BC=B,C,. Análogamente АС= АС, А 
= А АВС. Examinando ios paralelogramos 
ABA,8,, 'BDB,D,, АСАзС, y ECE¡C, hallamos 
que АЙАР, 'АЕ=А,Бу y, puesto que 
ГА AADE=A ADE. Análoga- 
теме A BER, = A ВАК у ADC¡K= 
= АСК. 

Introduzcamos las siguientes denotaciones: 
$ es el área del A ABC, 
$, el área del A ADE, 
Si, el área del ДЮСК, 
Si el área del A KBEn, 


AB=c, ВС=а, AC=h, FIG 82 


ha, ha y he son las alturas bajadas de los vértices A, B y С Entonces, 
алд „Ив cho. 
2 


Sea AM una altura еп el A ADE y AN una altura en el Д АВС; entonces 
DE-AM 
s=. 


De la semejanza de los triángulos ABC y ADE, hallamos: 


Por consiguiente, 


sar 


Análogamente, 


A Empleando la fórmula de Herón, nbtenemos: 
Sssisisi= 


se 
c ГА 
ad 370. En las denotaciones de la fig. 83 
tenemos: 
a ў МА? = MO? 4- A0*—2M0-A0 соза, 
FIG. 83 MC?=MO*+C0*42M0-CO соз а. 


Puesto que А0 =С0, entonces, sumando estas igualdades, oblendremos: 
MA? | MC*=2M0* 2402, @) 


MB*+ MD*=2M0*4 280%, 


Análogamente 
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Por consigmente. la dilerencia 
¡MA! | MC) —(MB? + MD*) =2(40*—B0%) 
no depende de la posición del punto M 


370. Sea O el punto de intersección de las rectas AA, y СС, (véase la 
hig. 84). El problema quedará resuelto si se demuestra que 


4 АОВ+ £ A0B,=180*. 0 
Observemos que Д С,8С= Л ABA,, ya que C¡B=AB, ВС= ВА, y / С,ВС== 
00 б АВС-= LABA, Por lo danto, £ 0Суй= Z OAB y el cuadrángulo 
ОАС,В «915 inscrito en cuerta circunferencia, Por consiguiente, / AOB=120". De 


А, A т 
VA PA 
A с 4 \ =? 


FIG. 84 FIG. 85 


с 


forma análoga demostremos que Z ВОС = 120°. Pero entonces también 
L АОС= 120°, de donde se desprende que el cuadrángulo AOCB, está Inscrito 
en cierta circunferencia. Pero, de aquí se deriva, al mismo tiempo, que 
С A0By==¿ ACB,=80* Por csta razón, la fórmula (1) es válida. 


372. En las anotaciones de la fig. 85 tenemos: 
L PBR= Z АВС 


РВ _ BR 

АВ ВС 
Esto significa que Д РВЕ СОД АВС y análogamente A QRC% A АВС. Va- 
liéndonos de este hecho obtendremos: 

4APR= ( АРВ— / BPR= £ АРВ— / ВАС, 
de donde 
4 АРЕ+ / PAQ= 4 АРВ+2 / РАВ=л. 

asi que РЕА) De forma análoga demostraremos que ОРАР. 


379. Designemos por ftp, fic y Ар las distancias desde los vértices B, Су 
D del paralelograme hasta la recta АО (fig. 86). En este caso tiene lugar la 
siguiente propiedad: la mayor de estas distancias es igual a la suma de las 
otras dos Por ejemplo, si AO cruza al lado ВС, (como en la fig. 80), entom 
ces, trazando BEJAO y СЕ | AO, de la igualdad de los triángulos BEC y 
AD'D hallaremos, 
һас 


Análogamente, з! АО cruza al lado CD, entunces Ар= Ле: 4-0: si АО по 
cruza los lados ВС у CD, entonces, Ас йд 4 йр. De esta propiedad, рага el 
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caso expuesto en la fig 80, se deduce directamente la igualdad de las aresa 
de los triángulos: 


Saoc=Sa0o—Sana- 
En general, evidentemente, se puede escribir la fórmula 


Ѕлос=|5лор + Saos |, 


donde se toma el signo más, st los puntos В у D se encuentran a un mismo 
lado de AO, y el signo menos, si Jos puntos В y D se encuentran a distintos 
lados de А0. 


FIG 86 FIG 87 
La repetición de este razonamiento para la recla CO en vez de la АО con- 
duce a la fórmula análoga 
Saoc =| Scop + сані 
соп la misma regla de elección de los signos, pero respecto a la recta CO. 


374. Construyamos a base del trapecio ABCD el triangulo AMD у unamos 
el punto M con el punto medio F de la base AD (fig. 87). Entonces 


FIG. 88 


Por consiguiente, 


375. Supongamos que sea ABCD el trapecio dado con las bases AD y ВС, 
y que ВЕ | AD y CF АР (fig. 88). Tenemos: 


ACI AF?=CD?—FD*, 
BD?—ED*=AB*—A£?, 
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Sumando estas igualdades, obtendremos 


АС? Вр: АВ! Сз АР? ЕШ ED? . AE?= 
= АВ? 4-С? -АР (АҒ —FD + ED—AE)= 
= АВ?--С0°--Ар-ЗЕР = АВ: 4 Ср24-2А0.ВС. 


376. Sea dado el trapecio ABCD соп sus bases paralelas AD y ВС, E es 
el punto medio de BC, F el punto medio de AD y 0 el punto de intersección 
de las diagunales (fig. 89). Los triángulos AOF y COE son semejantes (esto se 
deriva de la semejanza de los Iriángulos AOD y COB). Por esta razón, 2 АОР= 
= 4 СОЕ, es decir, EOF es una recta. 


377. Sea ABCD el cuadrilátero dado y los puntos M y М los puntos me- 
dios de los lados AB y CD respectivamente (véase la fig. 90). Giremos el cuadri- 
latero AMD 180° en el plano del dibujo alrededor del vértice М. Entonces, 
el vértice D coincidirá con el C, y los vér- 

tices M y A ocuparán las posiciones М” y А" 
Además, los puntos M, N y М' se dispondrán 
en una misma recta y, al mismo tiempo, 
tendremos que M'A | MB у WA — MB. 


FIG. 90 FIG. 91 


Por consiguiente MBA'M1" es un paralelogramo y A'B=M'M=2MN, Puesto 
que por ls condición del problema BC + AD=24 V, entonces, ВС--СА' = A'B. 

or consiguiente, el punto С se encuentra en el segmento A'B: en el caso con- 
trario tendriamos que en el ABCA’, BC+CA' > A'B. De aquí se desprende que 
BC | MN | AD es decir, que ABCD es ип trapecio. 


378, Hallemos la expresión para el área de un cuadrilátero en función de 
sus diagonales y el ángulo formado, por éstas. Sea O el punto de intersección 
de las diagonales del cuadrilátero ABCD y Z ВОА =a (fig. 91). Entonces, el 
área del cuadrilátero dado será igual a 


1 
Sanco“ Saon =Scoo+S100+Sanc == 40 OB-sen a+ 00-0D-son a + 


+2 B0-00:sen а-у 40-0D-sen a=+ BD-AC sena. 
De esta fórmula se dedice, precisamente, la justeza de la afirmación a demostrar. 


379. Sea M el punto interior del polígono convexo y АВ su lado más cer- 
cano al punto M_ Demostremos que el pie de la perpendicular P bajada desde 
el punto М a AB se encuentra en AB y по en su prolongación (fig. 92). En 
efecto, si P se encontrara fuera de AB, МР cortaría a cierto lado £ del poli- 
gonu en el punto Q, ademas, cn virtud de la convexidad del poligono, MQ < MP. 
Pera la distancia DM de M a / es menor que MQ y, por consiguiente, tam- 
bién menor que MP, 1 que contradice a la elección del lado AB. 
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380. Scan АА, BB, LCi y DD, tas biscctricos de tas angulos internos 
del paralelogramo АВС, que forman en su intersección el paralelogramo PORS 
(ig. 93). Es evidente que ВВ, 1DD, y АА, | ССү. Además, 


LAPD=A1L BAP y Д ADPII TAL BADA LADO GAR, 
lo que significa que PQRS es un rectángulo. Los triangulos 518, y CDC, son 


А Рл 2 


FIG. 92 FIG 93 


isósceles, ya que sus biseclrices son perpendientares a sus лче. Pos esta razón, 
BP=PB,, DiR=RD y, por lo tanto, PRI AD. Asi pues, PROB, es un para 


lelogramo 
Рр= В,0-` Ар АВ, - AD—AB. 


381, Sean Oj, Os, O, y O, los centros de los cuadrados construidos а base 
de los lados del paralelogramo ABCD (fig. 94). Tenemos 


A0,B0.: 40,0, 
puesto que 0,B=0,C, В0,--С0, y 
40,80, 2 МВА + F=L DCB | 
Por consiguiente, 0,0,=. 0,0, y 
49\0,0,= 2 0,0,В+ 2 BO.C— 


—40,0,С= 2 ВОС 5 


с 
2 
2 ЖА › 
FIG. 94 FIG 95 
De la misma manera se demuestra que 0,0,=0,0,=040, y que 
a 
2 0:0:0,= 2 030,0, = 2 010101 -F - 


Por consiguiente, 0,0,0,0, es un cuadrado. 


382. Admitamos que sean АР, BQ, CR y DS las bisectrices de los ángulos 
Internos del cuadrilátero ABCD (fig. 95). Sean, además, A, В, С y D los valo- 
res de estos ángulos. Entonces, 


ө 1 1 Л 1 
LASD=n—G AGD. /8@С—а—+8—+6. 
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Sumando estas igualdades, obtendremos: 
LASD4 L 8027—04 +В+4-С+-ру=2л—--9л=п. 


Por consiguiente, los рипіоѕ Р, Q, R y S se encuentran еп una misna circun- 
ferencia 


383. Sean А у В los puntos de tangencia, М un punlo arbitrario de la 
circunferencia y MA | 48, MD | AC, МЕ | BC (véase la fig. 96). Demostre- 
mos que los triângulos DMN y NME son semejantes. Con este Pn, observe- 
mos que а los cuadrilátoros АРМА y NMEB se les puede circunscribir circun- 
ferencias, puesto que 


LMNA+ L ADM 


LMEB+ LBN 


De ади que £ MYD- L MAD y £ МЕХ = £ MBN. Pero ё MAD= 2 MBN, 
si 


puesto que cada ипо de ellos abarca la mitad del arco AM. Asi pues, y MAD 
= £ MEN. De análoga forma se establece la igualdad 4 Ари £ ENM 
De la semejanza de Tos triángulos DMA y 
£ NME obtenemos que 


lo que había que 


> 


FIG. 96 FIG. 97 


384. Sen ABC el triángulo inscrito en la circunferencia, D el punto de la 
circunferencia y 1, M y N los pies de ias perpendiculares (fig. 97). Unamos el 
рий» M con ul Х y el punto N con el L, y demostremos que los ángulos ANM 
y LNC son iguales 


Observemos, para ello, que 
LANM— 4 ADM, (0 
puesto que al cuadrilatero MAND se le puede cireunseribir una circunferencia, 
ог la misma Causa 
L ENC= £ LDC; @ 
por otra parte, 
ZADC=¿ MDL. @) 
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En efecto, Z ADC+ Z В— 1807, puesto que en suma estos des angulos abarcan 
Та circunferencia completa; al mismo tiempo, 4 MDL— 2 B= ISC, va yue а сабт 
látero MBLD se le puede cireunscribir una ussiguiente, la 
igualdad (3) es justa Del dibujo está claro que, 


Д1рс - 4 ADM, 


circunferencia Pur 
en este caso, 


y, entonces, de (1) y (2) se desprende la igualdad 
LANM=LLNC, 
que era necesario demostrar 


385. Demostremos que cada dos de los tres segmentos 0,4, 0,4, y ОА, 
se dividen por la mitad en el punto de su intersección De aqii se desprende 


F1G.98 FIG. 99 


ue Jos tres segmentos indicados se cruzan en un mismo punto Por ejenplo, 
demostremos que los segmentos 0,4, y ОА se dividen por la nutad en el punto 
de su intersección В (véase la fig. 98.). En virtud de la igualdad de las circun- 
ferencias deducimos que 0,4,0,0 y 0,4:0,0 son rombos. De aqui se deriva 
ue los segmentos 0,4, 00, y 01А; son iguales 

у paralelos. Por esta razón, 0,4440, es un pa pummi 
Falelogramo y el punto В de infersección de sus ! 
diagonales OA, y 04, divide a éstos por la 4 
mitad. 


386. Sca O el centro de la circunferencia menor 
ug 20. Entonces, АК | ОС, puesto que АК | ВК 
у BK. Además, ОА = ОС. Por consiguiente, 


¿KAC=¿4C0=LCA0. 
387. Del examen de la fig. 100 está claro que 


pero, esta igualdad es equivalente a la igualdad 
1 Р ! 
тва 
388. Son posibles tres casos. Estos tres casos están representados en la fig. 101, 
a, b, e. En el primer caso las tangentes fijas son paralelas, el ángulo COD = 
=ati=3, por eso. СЕ.ЕР == ОЕ?, es decir, AC-BD=r?, donde г es el ra- 
dio de la сігсипјегепсіа. En los casus segundo y tercero, vallendonos de las 
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anotaciones, Fáciles de comprender еп la fig., hallamos que a+ẹ & ү=-у. es 


decir, 2 р 3 — В, de donde se desprende que A АОС es semejante a A BDO 


a por lo tanto, 
Р АС 08 


20 BD 


Рог cunsiguiento, 
АС.Вр - Л02 ri 


FIG. 101 


389. Supongamos que sea M el punto de intersección de las cuerdas per- 
pendiculares entre з АВ y CD (fig. 102). Tracemos АК 1СО, entonces, ВК es 
el diametro, АК < CD y 

ВК = AB; АК? < ABY4 CD" 
Juego, KU=AC y, por lo tanto, 
K82= BD" + KD'=8BM*4 0M%4 AM? CM. 
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390. Sea AC=CD=DB (fig. 103). Tracemos ОЁ | AB. Entonces, OE es 
una de las alturas, у ОС una de las medianas del A AOD. Dado que la lusec- 
triz del Z AOD se encuentra entre la medrena y la altura (véase el problema 355), 


entonces, 
4 А06 < 4 COD. 


2 
FIG. 102 FIG. 103 
391. Admitamos que sea AB el diámetro de la circunferencia y Е el punto 
de intersección de las cuerdas AD y BC (fig. 104). Tenemos 
AE-AD=AE*4AE-ED= AC? + EC? ALLO. 
Por la propiedad de las cuerdas que se cruzan 
AL-ED=BE 


FIG. 104 FIG, 105 
Por eso, 
АЕ:Ар= АС + ГС? 4 BE.EC= АС? + EC- BC= 
АС? +(ВС— ВГ) BC... АС? 4 BCIBF+BC, 


АР .АР + ВЕ.ВС = АВ?, 


о delinitivamente 


Sean A у В los puntos dados, O el centro de la circunferencia dada, R 
el radio de esta circunferencia y г el radio de las circuníerencias iguales inseri- 
tas, cuyos centros son O, y O, (fig. 105). Entonces, 


Р 0А OB 
70,4 70,8 
Tomando la derivada de la proporción, obtendremos: 
ОА _0B 
00, 00, 
Por consiguiente, 0,0, | AB. 


393. Sean 7, У r; los radios de las semicircunterencias inscritas en la se 
micircunferencia dada de radio R (fig 106). Presto que R=1,-+72, entonces, 
el área sombreado es igual a 

П 
Я 
= 18m 
FR 
Peso, 


Por consiguiente, 


394, St la recta que une los puntos A y В nocorta а la circunferencia dada, 
entonces lus tangentes AC у BD pueden scr trazadas de nanera tal, que el 


A 


FIG. 107 


unto de su intersección M se encuentre en los segmentos AC y BD (fig. 107). 
n el triángulo AMB tenemos 

АМ+ВМ > АВ > [АМ ВМ |, 
у. dado que 

AC> AM. Вр> вм. MC=MD. 

entonces, 

АСУ BD > AB > | AC—BD| 

Si la recta AB cruza а la circunferencia, son posibles dos casos: a) la cuer 

da cortada por la circunferencia en la recta AB, se encuentra en el segmento 


AB; b) esta cuerda se encuentra fuera 
del segmento АВ 


FIG. 108 FIG 109 


En el caso а} fig. 108) tenemos: 
AB > AL+ BF > АС+ BD, 


puestu que las hipotenusns AE y BF en los triángulos rectángulos AEC v BFD 
son mayures que las catetos AC y BD 

Ги el сам, by el segmento АЙ se encuentra dentro del ángulo САС” tiig. 109). 
Iracemos por el punto В una cireualerencia concéntrica а la dada. Supongamos 


251 


que esta circunferencia сопа а AC y a AG єп los puntos E y L’. Entonces, 
С=Вр y AE > АВ. Por consiguiente, 


АВ < AE=AC—EC=AC—BD 
395. Introduzcamos las siguientes anotaciones (fig. 110) 


LPCM=LQCN=0, L¿NML=ZNKL=y. L1CP=¿QUK= 
QU=x, PC==y, АС—СВ а 


FIG. 110 FIG. 


De acuerdo соп el teorema de los segmentos de las cuerdas que se cruzan de 
una circunferencia, tenemos que 

NQ-QK =AQ-QB = а — x. 
Aplicando el teorema de les senos a los triángulos АОС у ОСК, ubtenemos: 


xsena 


хэепр 
Tara © 


seny’ 


Por consiguiente, 
2 sen a sen 


NQ-QK = =d, 
OAK = enyen tit e 


my sen (0 B4 y) 
sen В зеп у епа ВУ)" 


de donde, 


Análogamente se determina que 
p= а? зеп y sen (a + BA y) 
= тает пуза В" 
Así pues, х= у. 
396. Sean Bj, By В, y В, los puntos medios de los arcos 4,4, 4.4, 


AAi y А,А, (fig, 110). Sea, además, a, el ángulo central correspondiente al 
arco А,В, (i=1, 2, 3, 4). Designemos por q al angulo formado por los seymen- 


tos 8,8, y В,В,. Entonces, 
+ оза, 
y= 1 , 


y. puesto que 
ош 2a, + 209420, + 204 =®л, 
entonces, 

ж 


Ф= 
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307. Elijamos los puntos А y B en la línea quebrada de manera que divi- 
dan su perimetro en dos partes iguales. Sea O el punto medio del segmento AB. 


Tracemos, tomando el punto O como centro, una circunferencia de radio £ 
donde р es el perimetro de la quebrada. Demostremos que esta circunferencia 
es la huscada. Supongamos lo contrario, о sea, que existe un punto M de fa 


quebrada exterior a la circunferencia descrita. La longitud de la parte de la 
quebrada que contiene a M no es menor que AM-+BM, es decir, АМ-- 


+8MG 5 Peru, 
AM4 BM >2M0. 
En chto, del paralelogramo AMBD (Fig. 112) tenemos: 
DM=2M0 < BM + BD=AM+ BM. 
Puesto que MO > +. entonces, de la desigualdad AM4 ВМ 2=2М0 se des- 


prende que 4M48M > $. Омепени una contradicción. 


398. Tracemos por el vértice A del triángulo dado ABC la recta AD para- 
tela а una de las rectas dadas x e y y que no curta al triángulo. А continuación, 


A 


FIG 112 FIG. 113 


bajemos desde les puntos В y С las perpendiculares BP y CQ a AD (fig. 113). 
Supongamos que las distancias desde los vértices del triángulo ABC hasta las 
rectas x € y Se expresan por números enteros. Entonces las longitudes de los 
segmentos AP, 40. BP у CQ también se expresarán por números enteros, En 
virtud de eso, 


ta / ВАР 85 y te /сло= д 


serán números racionales y, por lo tanto, será también racional el número 


Вр Со 
tg Z BAP—tg LCAQ _ ЛР Аб 
ТЕ Z BAP tg LCAQ — 1550 ` 

APAQ 


tg LBAC= 


Por esta rozon, ox үте que el Z BAC 0, puesto que tg 60 
un numero irracional. Рог consiguiente, el A АВС no puede ser regular. 
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399, Supongamos que las rectas 4,8 y AB, se crucen en el punto O y que 
sea OD] АВ (iig. 114). Puesto que A АВА, A DBO у Л РАВ oA DO, 
entonces, 


De aquí, 


Рот consiguiente, la distancia 


по depende de la disposición de los puntos А y 8 (si se conservan las magni 
tudes de a y b) 


A 


FIG, 114 HG 115 
400. 51 K es el punto de tangencia del segmento MN соп la circunferencia 
(ig. 115), entonces BM = МК y КА =ХС, de donde 
MN =BM+CN ч) 
Pero, MN < AM- AN. Por eso 
2MN < ВМ-+АМ+СА+ АХ 


AB + АС, 
de donde 


Por otra parte, MN > AN y MN > AM, puesto que MA es la Inpotenusa del 
triángulo AMN. Por eso 2M N > ÁN 4 AM y, еп virtud de (1) tenemos que 
3MN > ANNC4-AM+MB=AB-+ AC 

Por consiguiente, 


ma > BLAC 


401. Sea ABC el triángulo dado, АВ= ВС, ВО |} AC, O el centro de la cir- 
cunferencia que hace contacto con AC; D y E los puntos de intersección de 
esta circunterencia соп АВ у BC (fig. 116). Prolonguemos el lado AB hasta su 
segunda intersección con la circunferencia en cl punto А. Demostremios que 
ЕЁ | BO. Observemos que / ОВР = / ОВЕ, puesto que estos ángulos son 
los ángulos en ja base AC del triángulo АВС. Luego, ВГ В 
electo, si fuera BF > BE, entunces, trazando en BF el segmento BL'=BL, 
tendriamos que los triángulos OBE y ОВЕ' son iguales y que OE'-=0E, lo cual 


iguálos 
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es imposible, puesto que el punto £” se encuentra dentro del circulo de radio 
OE; de análoga forma se demostrará que es imposible la desigualdad BF < BE. 
Pero la bisectriz BO del triángulo FBE deberá ser también su altura, lo que 


= L ABC no depende de la 


posición del punto O en la recta BO. Por consiguiente, la magnitud del arco 
ЭР, спуа mitad se mide por el Z DFE, durante la rodadura de la circunferen- 
cia permanece constante 


era necesario demostrar. Por esta razón, / DFE 


FIG. 116 


402. Valiéndonos de las denataciones introducidas al resolver el problema 324, 
hallamos 


+ ad 
wp п од 


Dividiendo miembro a miembro estas igualdades, obtenemos: 


гаф cd 


“ы 
“ad 


(ac+ bd). 


403. Sen АВС un triángulo regular con lus lados а y лу, г; y ry las distan 
cias desde el punto M de la circunferencia circunscrita al (riángulo hasta los 
vértices de éste (fig. 117, Observemos, al principio, que para la posición del 
punto M dada en la fig. 117 tendremos que 


п=пз+т 


En efecto, sí trazamos ОМ = г, obtendremos el triángulo equilátero BMD, De 
ayni se desprende que Z ABD= / СВМ, en virtud de lo cual A ABD=A СВМ 
у, por lo tanto, AD=",. Aplicando al triángulo BMC el teorema de 105 cose- 
nos, ohlendremos 


ri Lera соз 1909 ri ri гула. 


Por consiguiente, 
ad tr Hri 1—2(71-- rar) =20 


404. Supongamos que el lado AB del cuadrilátero ABCD cruza а la cit- 
eunferencia y que los lados BC, CD y DA hacen contacto con clla en los pun- 
105 E, F y G (fig 118) Puesto que CE=CF у РЕ = ра, entonces, la desigual- 
dad АВС > BC+DA es equivalente a la desigualdad AF > BE+ AG, que 
fue demostrada en la resolución del problema 394. 


405. Supongamos que cl lado AD del cuadrilétero ABCD по сопа a la 
circunferencia y que los lados BC, CD y BA hacen contacto con ésta en los 
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puntos F, E y G (fig. 119). La desigualdad 
AD+-CB < DC ВА 
es equivalente a la desigualdad 
AD < DE+4AG, 
que lue demostrada en el problema 394 
406. Sca R el radio de las semicireunferencias dadas. Si г, fe ---, га SON 
los radios de las cireunferencias inscritas y di, da 4, sns diámetros 


(fig. 120), “está claro que al aumentar incon- 
A mensurablemente п la suma di +... + da 


tiende a R, es decir, 
dido + =R (0 


FIG. 118 


Además, tenemos: 
(Rr = А2 2-00 г, 


(4-га =R? 400—4, 


FIG. 120 
Supongamos que sea d¿==—£ —. Demostremos que 
afa+ 1) 


OR: ЭШЕ 
пж atat 
Тепетоз: 
(А4 гаљ) = 00—40 —...—4— гаа)? 0) 
Рего, 1 і і 
анана (нарт) = 
1 1 1 1 EO п 
Rate ta) арг 
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Colocando esta expresión en (2), hallaremos: 


чи» <P 
ажр)" 


пан 


Haciendo en la igualdad (1) R=1, obtendremos 


да E 
"anti 


407. Sea O el centro de la mesa de billar, В el primer punto de rebotación 
y C el segundo punto de rebotación. Demostremas que si el Z АВС = 0, enion- 
ces el A АВС es isósceles (fig. 121). En efecto, el 
A BOCesisóscelcs, рог lo tanto, Z OBC= Z OCB. 
Por la ley de reflexión (cl ángulo de incidencia 
es igual al ángulo de rebotación) Z OBC= / ОВА 
y 20СВ-= / ОСА. Asi pues, Z ABC= Г ACB. 
Por consiguiente, el centro O se encuentra en la 
altura AD trazada al lado 8С. La posición del 
punto В, hacia el cual hay que алет {а bola 
para que después de rebotar de В у С pass por 
el ч ра А, E puede fijar dándonos el ángulo 
00 = а. Tenemos: 
@ = Rosa, BD=Rsena, BA= 
BD BD 


FIG 121 


ЁТЕ) cos Lo 
F=] 
Puesto que ВО «s la biseciriz del angulo 8 еп el triángulo ABD, entonces, 
вр ор 
ВА ОЯ 
о bien 
Вова 


— 005 20=—, 
а 


de donde obtenemos la ecuación para el coso 


costa+ e cos 0 


Resolviendo esta ccuación, hallaremos 


R 
osam- 4] 


da) 


Prescindimos de la segunda raiz puesto que, en virtud de que R >a, da cl va- 
lor de cos < —1 

Si supenemos ahora que Z АВС =0, obtendremos la segunda solución del 
problema. los puntos В y С sé encuentran en los extremos del diámetro que 
pasa por el punto А 


408. Sca 5 el vértice del ángulo dado æ, А, el punto del primer encuentro 
del rayo con el espejo, SB, el lado del ángulo, en el que se encuentra el punto 
An y SB, el otr» lado del ángulo. Designemos los siguientes puntos de en- 
euentro del rayo con los lados del ángulo por As, Ay, ..., de manera que el 
trayecto del тау» dentro del ángulo tendrá la torma de una línea quebrada 
ААА,А, .. (шщ 122) 
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Tracemos sucesivamente, en sentido de rotación de 58, hacia 521, los án- 
gulos B,SB,, В,58,, iguales al ángulo a= Z 8458,. Tracemos en el lado 
SB, (m=2, 3, 4, ..) el segmento SA; =SA (los puntos 41 y 4, coinciden) 
y demostremos que los puntos Az, Аз. ... se encuentran en una misma recta. 
Para ello es suficiente demostrar que cada tres puntos sucesivos Am., Amar Ampa 


а СИИ 
FIG. 122 


se encuentran еп una misma recta (suponemos aqui т == 0, 1, 2, ...). Observe» 
mos que Д AmSAm+ =A AnSAn+ en virtud de lo cual 


4 AnAmS= L AnAntiS. 
Análogamente Д Ала 541: = Д An+1SAm+a y. por consiguiente, 
LSAmnAma= L SAnt Anss 
Pero, gor la ley de reflexión (el ángulo de incidencia сз igual al ángulo de 
reflexión) | 
LSAmriAmra=L Andar B 
Por consiguiente, 
Д АһАть5+ L SAmnAm= L Аай» 5+ L АА „+В л. 


De este modo, el trayecto del rayo, la quebrada АА,А, ha resultado 
desarrollado en la recta /(44145). Puesto que esta recta puede cruzar solamente 
un número finito de tados SB y, por consiguiente, el múmeru de reflexiones del 
rayo es finito. 

Está claro que si SB, ез el último lado que corta la recta £, entonces 
no < б, y (1-4-1) 0228. Asi pues, el número de reflexiones es muel a un tal 
número entero л que satisface a las desigualdades 


в 
а<т«п+1. 


Para aclarar las condiciones con las cuales el rayo, despues de cierta can- 
{айай de reflexiones, pasará de nuevo por el punto А, construyamos una serie 
de puntos Cy, Ca, ... de manera que el punto Су sea simétrico al punto А 
respecto del lado SB,, el punto С, sea simétrico al Сү respecto del lado SBa, 
cic., en general, de modo que el punto С sea simétrico al punto Cm—; respecto 
del lado SBm. Es evidente que el hecho de que el rayo pase de nuevo por el 
punto А eS equivalente a que pose la recta 1 por uno бе los puntos 
Ci (т=1, 2, ...). 


жї 


Para formular analíticamente csta condición introduzcamos el ángulo 
y= 4 ASB, y dislinguiremos dos casos: 

2) el punto Су por el que pasa la recta / es tal, que 4 es un número par: 

b) el punto Ca es tal, que Ё es un número impar. 

En cl caso a) (este caso está representado en la fig. 122, donde 2—6) 
L ASCp=ka Puesto que A ASC es isósceles, entonces 


n_a 
¿sac= PE. 


Por otro lado, el mismo ángulo es igual а y-+a—B, por consigurente, 
a ta 
Fort, 


de donde, 
ie 32 0 


а 


En el caso b) tendremos que 
С АЅСр= (6+1) 2—27 
y. como anteriormente, obtendremos la relación 
лр 
de donde 
кыл . a 


Si razonamos a la inversa, nos convenceremos fácilmente de que el cum- 
plimiento de una de las relaciones (1) y (2), рага un valor entero de k, conduce 
а que la recta 1 pase por el punto Су. Por consiguiente, el rayo pasará de 
nuevo por el punto A cuando, y sólo cuando, (1) o (2) sea un número entero 
par. 


4. Lugar geométrico de los puntos 


409. El lugar pas buscado está compuesto por dos arcos de circun- 
lerencias: el arco BE con su centro en el punto medio C del arco AB de la 
circunferencia dada y el arco BF con centro en el punto medio del segundo 

arco AB de la circunferencia dada, con la particulari- 


F dad de que ГАР ез tangente en el punto А a la cit- 
YA cunterencia dada (fig. 123) 

mostración. Sea N un punto del lugar geomé- 
A, trico buscado, obtenido con ayuda del punto M lo. 
SÍ) mado en el arco inferior АВ. Según la construcción el 

К y iriángulo NMB es isósccles y. por lo tanto. 

w 
/ 4 BNA =y 2 BMA=> L ВСА 


Por consiguiente, el punto № se encuentra еп la 

FIG. 123 circunferencia de centro C que pasa por los puntos A 

y B. Luego, el punto N deberá encontrarse dentro 

del ángulo ВАГ, es decir, se encuentra en el arco BE de la circunferencia 
de centro C.Al contrario, si А se encuentra en este arco, entonces 


Два = ВСА 2 ВМА. 
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de donde se desprende que Z ВМА = / NBM y que el д NMB es isósceles, 
Así pues, el punto № se obtiene de la construcción indicada. De análoga forma 
se electúa la demostración en el caso cuando el punto M se encuentre en el 
arco superior AB. 


410. El lugar geométrico buscado se compone de dos rectas 1 y ё dispuestas 
simétricamente con respecto de la perpendicular común ВВ" а las reclas para- 
lelas dadas trazada a través del punto O. La recta І pasa por el punto С per- 
pendicularmente a OC, además, 8'C=0B (fig. 124). 


FIG 124 


Demostración. Sean M y N los puntos obtenidos durante la construcción 
con ayuda de la secante AA” La demostración se lleva a cabn solamente para 
el punto M (para el punto А se realiza análogamente). Sea MP | B'C, enton- 
cos, 2 OAB= / А'МР (como ángulos con lados perpendiculares). Por esta 
razón, los triómgulos rectángulos ОАВ y А'МР con iguales hipotenusas ОА y 
A'M, son iguales. Por consiguiente, A'P=0B=8B'C. De aqui se desprende 
yue si E es el punto medio de ОМ, entonces, los puntos M, A”, C y O se 
encuentran en una circunferencia con centro en el punto £ у, por consiguiente, 
МС 1 ОС, es decir, el punto M se encuentra en 
la recta d. Al contrario, si M ез un punto de 
la recta / y el ángulo MA'O es recto, entonces 
A'P <- 8'C=0B, de donde se deriva la igualdad 
de los triángulos ОАВ у A'MP y, por fin, la 
igualdad ОА = A'M. Por consiguiente, el punto 
М se obtiene de la construcción examinada. 


411, En el caso de rectas que se cruzan, 
el lugar geométrico buscado se compone de cuatro FIG. 125 
segmentos que forman с! rectángulo ABCD, 
cuyos vértices se encuentran en las rectas dadas Гу m y a uno distancia de 
éstas igual а la distancia dada a (ig. 125). 

Demostración. Sea el punto M tal, que MK | 1, ML | ту МКМ а. 
donde a es 1а longitud del segmento dado. Tracemos рог сі punto M la recta 
АВ de tal mancra que ОА =ОВ, у MNIJOB. Sea AP | OB y Q el punto de 
intersección de AP соп MN. Do la igualdad AN=MN se desprende que 
MK=AQ у, por consiguiente, 


AP=AQ+QP=MK+ML=a 

Por consiguiente, el punto А es un vértice del rectángulo mencionado. Lo 
mismo es justo para el punto B, así que el punte M se encuentra en uno de 
los lados de este rectángulo. Al contrario, si M se encuentra en uno de los 


lados de este rectángulo, entonces, razonando a la inversa, obtendremos que 
MK+ML=AP=a, 
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Ši las rectas dadas Z у m son paralelas y la distancia entre ollas es igual 
а h, el lugar geometrico buscado existe srlamente cuando a2>A, y representa 
un par de rectas paralelas a las dadas para a > h, y toda la zona entre Гу m 
cuando а= 


412. En cl caso de rectas que se cruzan, cl lugar geométrico buscado se 
compone de oclo semirectas que son las prolongaciones de los lados del rectán- 
gulo АВСО indicado en la resolución del problema 411 (fig. 126). La demos- 
tración es análoga a la demostración dada en el problema anterior. 

Si las rectas dadas Г y m son paralelas y la distancia entre ellas es igual 
a h, el lugar geométrico Buscado existe solamente cuando a<, y representa 
un par de rectas paralelas a las dadas en el caso en que a < h, о la parte de 
un plano que se encuentra [шта de la zona entre Г y т, cuando a=h. 


FIG. 126 FIG. 127 


413. Si el segmento AB se encuentra en la recta / y el segmento CD en la 
recta m, entonces, el lugar geométrico buscado se compone de cuatro segmentos 
que forman el paralelogramo PQRS, en el cual Г y m son diagonales y la po- 
sición de los vértices P у Q se determina de la relación 


hpCD=a%, hgAB=0, 0) 


donde йр у hg son las distancias desde los puntos Р у Q hasta las rectas т 
y ig 12 

Demostración. Observemos que para las rectas ? y m fijadas. el lugar geo- 
métrico buscado queda determinado por las longitudes de los segmentos AB y 
CD y la constante a, pero no depende de la disposición de estos segmentos en 
las rectas / y т. En efecto, al cambiar esta disposición, las áreas de los trián- 
gulos AMB y CMD no varían. Por esta razón, es suficiente examinar el caso 
particular cuando los segmentos AB у CD tienen un extremo común еп el 
punto de intersección de las rectas Г у т. En este caso los segmentos AB y 
CD seran los lados de un triángulo; el tercer lado del cual se encuentra en uno 
de los cuatro ángulos lormados al cruzarse las rectas { у m. Por ejemplo, en 
la fig. 127 coinciden los extremos А y С y el tercer lado es BD. 

Sea M ип punto del lugar geométrico buscado, que se encuentra dentro del 
ángulo BAD. Entonces, el arca del triángulo BMD será igual a 


Saño=1Samn+Scmo—S ago |=10*—Sano | - 

De aqui se desprende que la distancia del punto M a la recta BD no de 
pende de su posición en la recta PQIBD. Para los puntos P y Q se cumplen 
las relaciones (1) 

Al contrario, supongamos que sea М un punto cualquiera en la recta PQ, 
donde los puntos P y @ han sido construidos de acuerdo con (1), De las 
relaciones 


se deduce 
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es decir, PQTBD. Por eso, 


5$амп+$с мр==$апр+$вмр = $лвр+ Snep = $арр = @* 

Por consiguiente, el punto Af pertenece al lugar geométrico buscado Los 
demás lados del paralelogramo PQRS se obtienen de forma analoga al hacer 
coincider otros extremos de los segmentos, a saber” QR si B=C, RS cuando 
Br= 0 y SP en el caso en que Aux D. 


414. El lugar geométrico buscado es una circunferencia simétrica з la eir- 

сипістепсіа dada К con respecto de la cuerda dada AB (fig 128) 
Demostración. Tracemos en la circunferencia К la cuerda AD | АВ Su- 

pongamos que el A ABC está inscrito en K y que эса А! el punio de intersec- 

ción de las alturas de este triángulo 

Es fácil ver que АМС” es un paralelo- А 

gramo: DAJCM como perpendiculares а 2, 

АВ, y DCAM сото perpendiculares x 


obtenida desplazando la circunferencia K 

a {а distancia AD en sentido de la 

cuerda DA. Es evidente que esta circun- 

ferncela K“ es simétrica а la K respecto 

а AB. Al contrario, sea М un punto en 

K' y MC | AB. Puesto que MC= АР, e 
entonces ÁMCD es un paralelogramo 

у, por lo tanto, AMIIDC. Pero, 2с | BC, 

puesto que ABCD está inscrito en K y el 

ángulo BAD es recto. Por eso Am L BC 

у М esel punto de intersección de las 

alturas del A АВС. Por consiguiente, M 

pertenece at lugar geométrico buscado. FlG 128 


415. Sea O el centro de la circunferencia dada y R su radio (fig. 129) El 
lugar geométrico buscado ез la recta / perpendicular a la recta OA y que corta 
а esta recta en el punto B de manera que 


“04 Ш 
Demostración, Tracemos por el punto M una recta Z | OA que cortara a 
la recta OA en el punto B. Supongamos que sea С el punto de intersección 


del segmento OM соп la cuerda KL. De la semejanza de los triangulos OAC 
y OMB se deduce: 


de donde 


2 


Según la construcción, KC es una de las alturas del triángulo rectángulo ОК ât, 
pur consiguiente 
OM-0C=R?, 

Sustituyendo esta expresión en (2) obtendremos la igualdad (1) 

Al contrario, sea М un punto cualquiera de Ja recta / perpendicular a OA 

que ОВ se delermina por la igualdad (1). Tracemos la tangente MK y 

КС L OM. Supongamos que KC corta а la recta ОА en el punto A”. Enton- 
ces, Tepitiendo la primera parte de la demostración hallaremas que ОВ se de- 
termina por la fórmula (1) sustituyendo OA por ОА’ De aqui obtendremos que 
0А'— 0А, es decir, el punto А” coincidirá con el punto A, lu cual significa 
que el punto М pertenece al lugar geométrico buscadu. 


416. Sea 


Tracemos las bisectrices MP y MQ de los dos ángulos adyacentes con el vér- 
tice M у los lados MA y MB (fig. 130). Entonces, рог la propiedad de las 
bisectrices tendremos: 
AP_p А0 
ВБ У ВО 


ре aquí se desprende que la disposición de los puntos Р y Q no depende de la 
del punto M. Puesto que, además, Z РМ@=+, entonces, el punto M se en- 


FIG. 129 


euentra en la circunferencia K de diámetro PQ. Al contrario, supongamos que 
los puntos P y Q se han construido de acuerdo соп (1) y que K es la circun- 
ferencia de diámetro PQ. Si el punto M se encuentra en esta circunferencia, 


entonces Z РМО 


Tracemos a través del punto В АЗАМ, entonces 


кр=т @ 


de donde BR=8S y ВМ єз una mediana en el triángulo RMS. Puesto que 
el ARMS es rectángulo, ВМ = ВЕ y, en virtud de (2), 


q 
Por esta razón el punto M pertenece al lugar geométrico que se examina, 


Para expresar el diámetro PQ por medio de la longitud a del segmento АВ, 
de las relaciones 


РВ=АВ—АР=а— 1 РВ, 


в2=40—48=2 BQ—a, 


hallamos: 


de donde 


Si p=q, entonces, el lugar geométrico buscado será, evidentemente, la 
perpendicular а la recta AB irazada desde el punto medio del segmento AB. 


417. El lugar geométrico buscado es la perpendicular al segmento АВ tra- 
zada por su punto medio £. 

Demostración. El triángulo ADB es isósceles, ya que Z САР= Z CBD, 
como ángulos que abarcan iguales arcos CD en iguales circunferencias (fig. 131). 
Por esta razón, el punto D se encuentra en la perpendicular al segmento АЛ 
trazada por su punto medio Е. А} contrario, si tomamos cualquier punto D 
en esta perpendicular, que no coincida con el punto E, entonces las cireunie- 
rencias que pasan por ACD y BCD son iguales. Esto se desprende, por ejem- 
plo, de las igualdades 


== Ro 


donde а= 4 BAD y B= £ CRD. 


418, El lugar geométrico buscado es una recta trazada por dos posiciones 
cualesquiera del úllimo vértice. 

Demostración. Sea, por ejemplo, A18,C¡D,E, una de las posiciones del 
poligono deformable y A2B,C¿D,É, otra de ellas. Los vértices A, B, C y D de 
este polígono se deslizan ` respectiva- 
mente por las rectas La, fm lo y lo 
(fig. 132). Tracemos la recta £ por las ? 

iones E, y Es del último vertico. 


r дл 


FIG. 131 FIG 132 


Supongamos que el vértice en la recta [д ocupó la posición A, y en la recta 
Ip, la posición D. El lado paralelo a 4,2, cortara a еп el punto E”, y el 
lado paralelo a D,Es, en el punto Ё“. Según la construcción 

DE, ча, ВВ. СС, _ DD, ГГ, 

EE AA Б, Сл DD, Е" 


de donde 
Е'Бү= ЁЁ, 

es decir, los puntos E” y E” coinciden. Esto si 

hallará Sobre Ja recta | еп el punto E=£'=£” 


Lo inverso es cvidente, puesto que la posición del poligono delormable 
puede ser construida comenzando desde cualquier punto E en la recta f. 


ifica que el iltimo vértice se 


419. El lugar geométrico buscado es una circunferencia que pasa por los 
extremos de la cuerda AB y uno de los puntos M, obtenidos de la construcción 
indicada en las condiciones del problema. 

Demostración. Introduzcanos previamente algunas denotaciones. Existirá 
una, y sólo una, posición C,D, de la cuerda CD en la que С,0, || AB y cuando 
en la circunferencia dada К se puede elegir tal disección de giro v, al moverse 
en la cual los extremos de las cuerdas зе encontrarán en la sucesión А, B, С, 
y D, (esta elección puede ser indeterminada solamente en el caso de la igualdad 
АВС, cuando las rectas AC у 80 son paralelas). Desiguemos рог @ la 
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cuerda AB de la circunierencia dada K, sobre la que se hallan los puntos С, у 
D,. por B, otra cuerda AB y por y, aquelia de las cuerdas CiD; sobre la que 
no se hallan los puntos A y В. A continuación, anotemos con M, el punto de 
intersección de las rectas AC, у ВО. El punto M, se encuentra dentro de К. 
Sea K, la circunferencia circunscrita al AABM) (fig. 133). Demostremos que, 
cualquiera que sea la posición de la cuerda CD, el punto de intersección de las 
rectas AC y BD se encontrará sobre Кү. 

Mientras ambos puntos C y D se encuentren 
sobre el arco а, el punto М se encontrará 
dentro de К y, entonces, 


LAMB + o 


Si por lo menos uno de lus puntos С y D 
resulta en cl arco fs, entonces el punto M será 
exterior a K y 


LAMB ay 2 


En el primer caso M se encuentra sobre el arco 

FIG 199 АМ\В de la circunferencia Ку, puesto que de 

ам acuerdo con (1) cl / AMB no depende de la 

posición de CD y, por consiguiente, es igual al 

AMB. En el segundo caso, debido а que la suma de los miembros 
ferechos de (1) y (2) cs igual a 


1 1 
+87 +2л=л, 


el punto M se encuentra еп el arco АВ de la circunferencia Ку, exterior а К 

Es evidente que es justo también lo inverso, es decir, que cualquier 
unta M de la circunferencia Ку puede ser obtenido ehgiendo adecuadamente 
а posición de la cuerda CD 


420. Designemos la circunferencia dada por O y la recta duda рог L 
(ig. 134). Sea M cl segundo punto de intersección de la recta PQ con O. 
Tomemos una circunferencia cualquiera O, 
que pasa por los puntos P y Q y que corta 
por segunda vez п la circunferencia O en el 
punto R y a la recta / en el punto S. Sea 
N el segundo punto de intersección de la 
recta RS con la circunferencia O. 

Demostremos que МА |2. Con este fin, 
apltuemos, el siguiente conocido teorema de 
la planimetria si se conocen una circunferen- 
cia y un punts A, entonces, para cualquier FIG. 134 
recta que pasa por A у que corta a esta 
circunferencia in los puntos Ar y Ау, el producto de los segmentos АА-АА, 
es una ruaguitud constante que no depende de la elección de la recta. 

Designemos por A el punto de intersección de las rectas PQ у RS. Al 
principio apliquemos el teorema mencionado а la circunferencia O, 21 punto 
A y a las rectas AP y AR. Puesto que AP corta por segunda vez а O en el 
punto M, y a AR en el punto N, entonces 


AM-AP=AN-AR 1D 


Apliquemos, ahora, el mismo teorema а la csreunferencia O, al punto А 
y a las mismas rectas, Puesto que АР corta por segunda vez a la circunferen- 


к 


cia O, en el punto Q, y а AR en el punto S, entonces 
AQ-AP=AS-AR. (2) 


De (1) y (2) se desprende la igualdad 


AFA a 


De la igualdad (3), en virtud del teorema inverso al teorema sobre la propor- 
cionalidad de los segmentos cortados por rectas paralelas en bs tadus de un 
ángulo, se deriva que MNIIQS, lo que era necesario demostrar 

De este modo, para cualquier circunferencia tipo 0, el punto N puede 
determinarse como el segundo punto de intersección de la recta que pasa рог M 
y que es paralela a £., con la circunferencia O. Esta constricción determina un 
mismo valor del punto \ independientemiente de la elección de la circunferen- 
cia О. Por consiguiente, todas las rectas posibles RS obtenidas para diferentes 
circunferencias O, cortan а la circunferencia О en сі punto Y 

Los casos excepcionales cuando de (1) y (21 по se deriva (3), por ejemplo, 
cuando coinciden los puntos R y P п los Q y S, o cuando РО: @5, pueden ser 
examinados como límites para el caso general y se pueden emplear los razona- 
mientos de continuidad. 


5. Determinación de los valores máximos y mínimos 


421. Si A es el vértice del ángulo recto del A АВС y C y В se encuentran 
sobre las rectas paralelas dadas /, у l, (fig. 135), entonces 


ar E. А 
ng соз 


Por consiguiente, el area del triángulo ABC será igual a 


П ab 
Sanz АВ-АС= то 


De aqui se desprende que Sapo tendra su valor minimo igual ә ab, cuando 


л 
= 


Lo ži 
Fa ғ 


FIG. 135 FIG 136 


422. Si R es el radio de la circunferencia circunscrita y ғ el de la inscrita 
(Mig 136), entonces 
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Cbservando que 


а га 
сов 7-с 1 г 
п ay (a а а 
Ке: х }+ соз {54 +) sen T 
AFE К 
F E Fy 
a 
Р 25 4 _ 4 | 
ala vila e 
cos (2) 608 4 y 3os(u y) 1 
obtenemos: 
eb 
7 1. л \ 
VE cos ¡ai 
R ч { л 
La magnitud -> tiene valor minimu cuando cos [a 1, ез decir, 


л \ л 
en virtud de la hmutación U< a < 5 | cuando a==—; еп este caso 
\ 2 4 
R І А 
LE Verte 


v2—1 


429. Supongamos que del rectángulo ABCD cortamos un triangulo con el 
vértice C, de lal manera que se obtenga el pentágono ABEFD (fig. 137). Está 
claro, que el rectángulo buscado 48,C,D, 
deberá tener el vértice Су sobre el segmento 
EF. El problema consiste en hallar Іа posi- 
ción de este vértice. 

Para hallar el punto Су, prolongamos los 
lados AB y AD del rectángulo hasta su 
intersección con la prolongación del segmento 
EF, formando el triángulo AMN. Sea 


AM=m, АХ=п 


FIG. 137 Вул =АШ а. 


De la semejanza de los triángulos AMN у РС, А tenemos. 
QD, 
m 


de donde 


т 
С10у=— 1-0 
т Жый; 


Por consiguiente, para el área 5 del rectángulo 48,C,D,, igual а АР, -С10), 
obtenemos la vapresión 


т 
9—9 > А 
Transtorinando estu expresión а la forma 
2 y 
s=2 [=- 3) 1. w 
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A 2 FEN a à 
deducimos que S tendrá su valor máximo cuando 3-:=0 es decir, cuando 


. Designemos por С, la posición del vértice Су, correspondiente a x= 


7 z 

Observando que la expresión (1) para $ decrece al aumentar |5-. т" 
decir, al moverse el punto C, desde el punto С, hacia el vertice М о hacia el 
vértice Р, hallamos que son posibles los tres casos siguientes 

1) El punto С, se encuentra sobre el segmento ÊF; en este caso, el vértice 
C, del rectángulo buscado coincide con Cy. 

2) El punto С, se encuentra sobre el segmento ME; entonces, С, debe to- 
marse coincidente соп E. ан 

3) El punto С, se encuentra sobre el segmento FN; en este caso, el Punto С, 
dehe tomarse coincidente con F 

Queda hallar el criterio para distinguir estos casos con ayuda de las mag- 
nitudes a, аз, б.у b dadas en las condiciones del problema 

Primeramente hallemos la magnitud n. De la semejanza de los triángulos 
ECF y NDF tenemos: 


de donde 
b 
n=b Ži (aa) @ 
[Л 


Observemos, ahora, que el punto Cy resultará dentro del segmento EF st se 
cumplen las desigualdades 
bb, <x<0. 


P n 
Sustituyendo aqui х= 7, соп el valor conocido de л, obtendremos: 


b, b à 
b—bh < LE чай. <b 
listas desigualdades se pueden transíormar fácilmente a la forma 


а С р (9) 


Si no зе observa la desigualdad izquierda, el punto С, resultará en el segmento ME, 
y si no se cumple la desigualdad derecha sobre el segmento FA 

Definitivamente se obtiene el siguiente resultado: sí рага lus datos а, b, а 
y b, se cumplen las dos desigualdades (3), entonces el vértice Су del rectángulo 
de brea máxima se encuentra dentro de los límites del segmento EF y el lado x 
de este rectángulo se calcula por la fórmula i 


n, b f 
һ 
та ia—a,), с, , 
si no se cumple la desigualdad izquierda de (3), 
el vértice Су coincide соп el punto Е, y si no 
se cumple la derecha, con el punto F 
G А77 


424. Describamos una circunferencia que pase аа 
рог los puntos A у В y que haga contacto con + 
el segundo lado del ángulo (fig. 138). ЕІ punto 
de tangencia será el punto buscado, puesto que para cualquier punto C' perte- 
neciente a esta recta el ángulo AC'B se mide por la semudiferencia de los 
arcos AB y ABa, mientras que el / АСВ se mide por ia mutad del arco AB. 


xı 


Observemos, a continuación, que (0С)? = 08-04. Por consiguiente, el pro- 
blema se reduce а la construcción conocida de la media aritmetica de las Jongi 
tudes de los segmentos dados ОА y 08 


425. Analicemos tres casos posibles de dispusición del segmento AB respecto a / 

э! АВЫ Para cualquier punto A de la recta 2 tenemos que | A M— BM | =+ 0, 
абаз, existe un punta Ma para el cual | АМ, - BMo|=0. 

Este puntu es el pie de la perpendicular bajada desde el punto medio del 
coto AB a 1а recta L El punto М para el cual la magnitud | AM— BM | 
Iris su valur manumo, no existe. Esto se desprende de que | AM—BM | < АВ 
ilad es posible solamente en el caso cuando A, B y М se encuentran 
e una misma recta 

Ы AB L! Puesto que | АМ—ВМ [< АВ, entonces, para el punto de 
intersección de la recta 2 соп la recta AB, la magnitud |АМ—ВМ | tiene su 
valor máximo igual a la longitud de АВ “El punto M para el cual la magnitud 
ТАМ ВМ) wria minima, no existe. 

9) La recta AB no es paralela y no es perpendicular а l- Es evidente que 
LAM — BM | adquirwa su valor minimo ы М es el punto de intersección de la 
recta 1 con la perpendicular al punto medio del segmento АВ. La magnitud 
[АМ ВА | tendrá su valor máximo cuando el punto M sea el punto de inter 
sección de АВ соп! 


so 


426 Seu МУ una posición cualquiera de la secante, AP LOA y AQUOM 
hig 13 


% г 
FIG 139 FIG, 140 
Introduzcames las siguientes denotaciones 
х= меа A АРМ, 
‚ ДАДА, 
еа A APR, 
rea A OAN, 
м, 
PAN 
Tenemos" 
S=2%0x4y 
Es cvidente que 
Ж Yi lo 
в o а 


Por consigniente, 


TTE TEA tu— b? 
сы с угы и” i Ж 


El valor umm 52—40 w obtiene рага a=b, lo que era necesario бешоыг.т. 


497 Sea a+b=q (lig 140) De acuerdo con el teorema de 105 cosenos 
E= +0 2abeos q = atiq — ar — 2u (q 
= + 2a? () + cns 4) — 229 (1+ соз ф) = 


at 


b 
77. es decir, cnando sca asb 


=: 


428. Primera iesolución. Examinemos el A АВС con hase AG y des: 
por a, b y с 10 longitudes de los lados opuestos respectivamente a los angulos 
А, В у С. hagamos а 6+: р 

De las relaciones 


а ‹ _ h 
пй end 0) 008 
hallamos 
еп A А8 р 
o p SE = sen {4:5 
k si ы 
2 
Puesta que а >0 y sen > 0, entonces, p tendrá su valer maximo cuando sea 
вл 
=> 
MEE 


En este caso A=C y el Д ABC es isòsceles. 

Segunda resolución, Tracemos con la base dada AB como cuerda ип seg 
mento que abarque el ángulo dado q (fig. 141) y examinemos los dos triángulos 
inseritos en este segmento. el triángulo isósceles АОВ y el пе isósceles 4С 8. 


FIG. 141 FIG 142 


Desile el punto D describamos una circunierencia de radio 40=D8, prulon 
guemos AC hasta su mtersección con fa eseunferencia en ү] punto X y una 
mos el punto M con los puntos D у В Obtendremos: 


ADT DB=AD+DM > AM=AC | CM 
Pero en el triángulo BCM 
2 CBM=4 ACB 4 CMB=¿CMB, 
puesto que Z ACB= / ADB y se mide por її arco AR, imentras que el 
LAMB se mide por la mitad del arco AB. Por consiguiente, СМ =CB y 
JD -0В > АС+ СВ. 


йз 


429. Designemos рог Юу y R, los radios de las circunferencias circunscritas 
respectivamente а los triángulos АСО y 8CD, y hagamos Z АРС, AC=0 
С =a (fig. 142). Tenemos: 


a a 
а Risca a 

De aqui Rot ‚ Los radios №; y R, serán los mínimos cuando sea p= 2 ; 

оз en еме caso D será el pie de la айша & 


430. Саба una de las circunferencias 

cortadas deberá hacer contacto con dos de 

los lados del A АВС (véase la fig. 143). 

además, las circunferencias deberán tener 

contacto una con la otra. En el caso con. 

trario el radio puede ser aumentado. Por est 

razón, los centros do las circunferencias «e 

' encuentran en dos biscelrices de los апе 

A JN los internos, por ejemplo, en las AO y 
A CO, donde 0 es el centro de la circunferen 

4 cia inscrita al A ABC, Si r es el radio de 
па мё la circunferencia, inscrita en el A ABC y p 
esel radio de las circunferencias cortadas, 


entonces, del A AOC tenemos que 


de donde hallamos que 


тору” Тур 


De esta fórmula se desprende que p sera mzalino cuando como b se toma el 
lado mayor. 


В. ESTEREOMFTRIA 


1. Problemas de cálculo 


431. Sea a el lado de la base, d la diagonal de la cara lateral del prisma 
y 1 la arista lateral (fig. 144). Tenemos 


de donde 


% 
Возеп — 
2 


3-12 


432. Sea Н la altura de la pirámide y a la longitud del tado de la base. 
Examinando los triangulos semejantes OMS y 485 (fig 145) haltaremus 


0 
s 
2 1 
; 
A с 
8 ES А 
FIG. 144 FIG. 145 
Análugamente, de los triángulos OKS у СВУ obiendremos 
yar 
@ 


[Д 


2 


Dividiendo miembro a miembro la igualdad (1) por la (2) tendremos: 


ZE h 


by? 


de donde 


273 


En resumen, para el volumen V obtenemos la siguiente expresión: 


r= 16 SEE- 
3 е — в) уна 


433. Sea Il ta altura de la pirámide, х la allura de la cara lateral, trazada 

desde el vértice de la piramide, R el radio de la circunferencia inscrita en la 

base, / el radio de la circunferencia circunscrita 

Н a la base у а el lado de la base, De la semejanza 

de los triángulos СА,В, у САВ (fig. 146) ubte- 
nemos: 


н-к 


de donde 


r= R 
соз® 
FIG 14o у, por lo tanto, 
1 ES 
cos — 
П 


Puesto que para «l nrea de la hase y el volumen tenemos las siguentes insmulas 


t 
Упа 2r y Fo 5 ГИГА 


entonces, 
а 


2л 
Нпзет — 
" 


Соһлапфдо ayu el valor hallado de X, hallamos 


; л 
(Mai [ 


ж ` 
TIHE y $= зеп Š, la superficie lateral es igual a 


пече que х=} 
ат ха= т хеп = } i Н? 
ysn . 


о, definitivamente 


evt aa EN 
jê 1057] 3 (1-97) Ге 
El я Тү тү 
= h ig — — = 
nisa | леш (1-0) 


434. Sean M y N los puntos medios de las aristas ES y DS (fig. 147); 
es fácil ver que AMNC es un trapecio, ya que MN ЕО y EDIL AC. Es evi- 
dente también que 

y 
МУ =. 


Haciendo uso de la fórmula (1) рага el cuadrado de la mediana de un 
triángulo en la resolución del problema 370, hallaremos: 


CN = VETA 
aa AL 
Luego, 
КС 22а зеп e, 
puesto que Z АВК = 37, Si KL es el segmento que une los puntos medios de 
la base del trapecio ACNM, entonces 


3л 


(aqu aprovechamos que sen 
igual a 
З MN AC)KL= (24 V5) VETAR 


435. Sean E y F los puntos medias de las aristas de la piramide regular 
triangular SABC y D el punto medio del segmento ЕГ (fig 148). Dado que 


FIG las 


la sección es perpendicular a la cara CSA, entonces, el £ ХОВ «s посто Pro 
lungando SD hasta su intersección con la recta AC en el punte Af, examineinos 
«Г triánguio MBS. El punto D, obviamente, divide al segmento SM por la mi- 
tad. Puesto que, además, BD | MS, entonces, el triangulo MBS es isosceles; 
58= МВ. Supongamos que el lado de base de la piramide es igual a a 
Entonces, 


n _ay3 
se=u6- 22 
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La altura de la cara lateral es 


5М = Y SC? 


Por eso 


entonces 


436. Sea а la lungitud del tado del cuadrado que se encuentra en la base 
del prisma, £ la longitud de la arista lateral del prisma у d la diagonal de la 
cara lateral (lig. 149). Dosignemos рог $, cl 
área de la sección; se ve fácilmente que la super- 
ficie total del prisma será igual а 4(S—Sy); 
por eso, es suficiente determinar Sseç. Tenemos 


Sie d sen a; a=dY ¿sen $ 7 


ama Y 


1=үў 
Luego, 


ж“ a 1, 
8-59-29 


e (nt ES Vaa) 


FIG. 149 


De squ 
25 


A u 
па 2 742 Упа озш 


y, рог comaguicnte, 


Sena 


sena sn 2-2 Y sen EY asa 


Su 


En conclusión, después de las correspondientes simplificaciones, hallamos que 
la superficie total del prisma es igual a 


senz+V Zasa 
Sia prs HS Sp) 4, 
cos 7 psenz + Иза 


278 


437. El lado de la base de la pirámide es igual а a=. 27sen æ (por el lema 
conocido al teorema de los senos). La arista lateral (fig. 150) es 


CA s 
(=$ — 1 os $ Å 
sng 4 
Por esta razón, la altura de la pirámide será z 
aA 
a=]/ 2 ў сы 2 
7o г 
у, por consiguiente, el volumen de la pirámide será a 
igual a 
ие. А 
ИЗ 2 зна Y Bo E 
у= 1 7 з” sena [4 3 соз osa. FIG. 150 


438, Sea ABC'D” la sección indicada de la pirámide OABCD, Traceimos el 
plano auxiliar OPN a través del vértice O de la pirámide y los puntos medios 
de sus aristas АВ y CD (fig. 151). 

Es fácil ver ЫР el plano OPN es perpendicular а АВ у CD, y que los 
segmentos OP y ON son iguales. 


ы s 
FIG. 151 FIG. 152 
Aplicando el teorema de los senos al triángulo OPM, hallamos. 
OM_ sena 
ОР = па 
Puesto que D'C'|IDC, entonces А 
С” м sen xa 
D'em a a 


Aplicando el teorema de los senos al trián:ulo PMN, hallamos que 
PM__ senda 


de donde 
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Ahora, obtenemos el área buscada de la sección АВС'р'; 


a еп? 2a cos a 


1 ч 
э=т!4В 1 CCPM da 


439 Еши 


inda las denataciones de la Пр. 152, examinemos и parte «lel 


desvan OSHMA Esta parte consta de doc piramides La primera pirámide 
tiene тәти base SBM y su vértice es O; si volumen es 


а?л 
38 


La segunda piramide tiene сото base BHY y su ме es O, эй volumen sera 


"е 
И 0:534 Ы 


Ач там, es valumen del desván es Igual а 


ТУЕ 


440 Scan ВМ у СМ las perpendiculares trazadas desde los vértices B y C 
dela base thg 458) a lu arista lateral SA. El ángulo BMC formado por estas 


s 


LIO 155 bu 


perrendiculares es el buscado Designémoslo por В. Es obvio, yue 


БМ (0 


Sea а ul Тане de Та base dí la pirámide. Entonces 


[ат 
ГЛИЗЕ, ПЕЕ a 
в ]/ (2) HE) TA 


Del {гга ы! mechs ASB hallamos fácilmente su altura #4 


ë= 


De este modo, еп virtud de (1) 


у, por consiguiente, 


зова 
Aden ыш чаш 
441. Tracemos un plano рог la arista SA y el punto А del pie de la pa 
ndicular AN al segmento BC (tig. 154). Sea ÑM la altura del triángulo ASN. 
E segmento XM, por ser perpendicular a AS y BC, evidentemente, es 
а d, Designemos por a el lado de la base de la piramide, Lutonces 


SA= 


а 
2sen y 


y la altura de la pirámide es igual а 


50 = Y $А#— AG 


беп == 
3 


Puesto que АМ 50 = 45.2, entonces 


Сошо resultado, tenemos: 
гү 3 y 


v=3 4 


442. Sea AD=a, ВС =b (fig. 155). Tracemos el segmento СР que une los 
puntos medios de las bases del trapecio. Es evidente, que el angulo diedro 
adyacente a AD cs menor que el ángulo 
adyacente а BC. Sea Д 5Е0 =: entonces 
L SEO = 2а, 

Tenemos: 


SO=0F-tg 2470F -iga 


Pero, 


y obtenemos la ecuación a-tga=0-t2 2а, 
resolviendo la cual, hallaremos. 


Luego, obtenemos" 


= ЖУ, 
SO=0E tga=5 tF | 
a+b 


ч 


Shase 


А бањру е 
(бЕ--ОРу= (2- | шу, 


* Este resultado demuestra yue siendo а < 2 el prublema no tiene sentido. 
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у, por fin, el volumen de la pirámide será igual a 


. a+b 
Pe 24 


eya». 


LM=61g30=2Y 3 cm 


Del triángulo rectángulu SAH hallamos que 


2—(2V 3 = y Tom. 


УМ = 


444, Supongamos que sea S el vértice de la pirámide, SO su altura, BN=NC 
dig. 157). Desagnemos por a el lado de la base de la pirámide. Hagamos pro- 


FIG. 156 FIG. 157 


5и 


visionalmente =). Entonces, de la semejanza de los triángulos hallamos 


lacilmente que 


ЕЕ=аһ, KM 


y del A MKO ubtenemos que 


El drca de la sección es igual а 


1 d r3 
+ 40+ЕБ0М=-у а +20) y 
El area de la base, como el área de un Исхёңопо regular com el lado о, es 


a 
igual a 6: LEA, y ta relación buscada de las áreas es Igual a 


П 
бсоѕв 


+2. e 
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Por consiguiente, el problema se reduce a la determinación de А. Рага esto 
fin hagamos ¿SNÓ=0. Entonces, por el teorema de los senos, del A SOM 
obtendremos: 


po 
so] 58) 
РОТУ Ш лее ЕТМ: НАВИ 
зеп т) хеп фі 


Puesto que SO=SN-sen q, entonces 


cos $ sen 1 
sen + 6 
Queda determinar cotg p. Para ello, observemos que 
SNE он 261, 


2 


50-= ү 5%: —01 


y. рог consiguiente, 
colg y 


Colocando este valor en la fórmula (3), obtendremos 
Voeg 3 
yoe F—3+V ЕЎ 


445. Desde cierto punto 5 que no coincida соп el vértice С y que se 
encuentre en la arista del ángulo triedro, que по es lado del ángulo plano a, 
bajemos las perpendiculares $В y SD a los lados del ángulo plano indicado y 
la perpendicular SA a la respectiva cara 
(fig. 158), Designemos los ángulos buscados 
por буа 

£SCB=y,  LSCD=B, 
Supongamos, a continuación, que 4 ACB = а" 
y LACD= a". Haciendo CA =a, de los tri- 
ángulos rectángulos CBA, SBA у SBC ha- 
Vamos: 


ta 
PE s id 
соз y cos a vE 


Análogamente obtenemos: FIG. 158 
gh = sech tga 


El problema se ha reducido, рос consiguiente, а la determinacion de tga’ y tga". 
Tenemns que %'+a”=a. Calculando por diferentes. métodos el segmento SA, 
hallamos: 


SA =аѕто' шу 
SA =asen a іар. 
De aqui sen a=sena"tg В cotg y у, por consiguiente, 


sena (sen a cos a — соз @ sen a’) tg В cotg y. 


Como resultado, dividiendo ambos miembros de la última igualdad por cosa”, 
obtenemos: 


‚_ sena tgf cotg y 
++e0s сів В cotg y" 
Cambiando de lugar a В y y, hallaremos: 


tga 


sen e tg y cotg $ 
соз a tg ycotgf * 
De este modo, еп resumen obtenemos: 


iga’ 


igy, — Sena teb cosec y 
En =i соз а1е В oley 
Я sen a tg y созес 

igp, = Ena ter в 


+ cosa tg усо В’ 


446, Puesto que la suma de los ángulos internos del poligono regular es 
igual a an, li cantidad de lados del polígono será n+2, Sea PQ la айша de 
la piramide (ig. 159). Examinemos uno cara lateral cualquiera de la pirámide, 


FIG. 159 FIG. 160 


por ejemplo, el A QAB y su proyección sobre la base, es decir, el A PAB. De 
la condicion del problema se deduce: 


Dilo que las áreas de los triángulos son entre si como sus alturas, bajadas a la 
base común АВ, para el coseno del ángulo diedro de la base tenemos! 


De aquí se desprende que la apotema de 1а base de la pirámide es igual a 


d=hcotgp=h 


К-Т 


А continuacion, ПаПатоѕ el lado de la base 
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Puesto que el área de la base es 
П 


тета ай, 
entonces, el volumen de la pirámide será 
e Ly LA, я 
== шүр 


447. El cuerpo obtenido es un octaedro cuyos vertices se encuentran еп los 
centros de simetria de las caras del cubo (tig. 160). El volumen del vetaedro es 
igual al doble del volumen de la pirámide cuadrangular regular [ABCD de 


altura Ș y el areu de la base ABCD de la cual 


es igual а 2.42, Por consiguiente, el volumen bus- 


7 
cado es igual a 


448. Es fácil ver que en la sección se obten- 
dra un trapecio isósceles ABCD (véase la fig. 161) 
Sea Р el punto medio del lado EF de la base de la 
pirámide, Examinemos el A SPR en el que entra la 
altura SO de la pirámide. El segmento KO, eviden- 
temente, es la altura del trapecio ABCD. Dado 


que КО |¡SR, entonces K0=> h, donde h ex la 


apotema de la pirámide. Es obvio también, que Mea 
АВ = да, donde a es la longitud del lado de la e) 


base de la pirámide y que осу ЕЕ=-ра. De aqui que sen 


ч 1; a) A бан 5/1 
За (1045) рет (90) 


у, рог consiguiente, la relación buscada es igual а = 


449. Sea АВС, el tetraedro dado y ABCDA¡B,C,D, el paralelepipedo 
obtenido dela construcción indicada. Es lácil comprender que las aristas del tetraedro 
son las diagonales de las caras laterales de paralelepipedo (fig. 162) El tetraedra 
puede ser obtenido eliminando del aralalepípedo cuatro pirámides cquidimen 
sionales: ABDA1, BDCC,, 418,C,B y A¡D,C,D. Puesto que el volumen de саца 


1 
pirámide es igual a > del volumen del paralelepipedo, la relacion entre «l vo- 
lumen Vpar del paralelepipedo y el volumen (ш, del tetraedro sera 


Гын. 1 = p 08 14 =з. 
Vitr 4 


450. Es fácil ver que los vértices externos de los tetraedros se encuentran 
en los vértices de cierto cuadrado Para determinar la longitud de su lada, 
tracemos por el vértice 5 de la pirámide у por el vértice externo А de uno 
de los tetraedros un plano perpendicular а la base de la pirámide cuadrangular 
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(ца. 163). Este plano pasará por el pie O de la altura de la pirámide, por el pie Q 
de la altura del tetracdro y por el punto medio M de la arista KZ. Bajando la per 
pendicular AB al plano de la base de la pirámide, examinemos el cuadrilátero SOBA 
Su tado ОВ es la miad de la diagonal del cuadrado mencionado y debe ser 


FIG. 162 FIG. 163 


determinado. Es fácil revelar que SOBA es un rectángulo. En efecto, haciendo 
20М5=а, y LASM=f, hallamos: 


< 


Por eso SA v ОВ son paralelos y, por consiguiente, 
0B=SA=a. 


Asi pues, la distancia buscada es igual a а VŽ. 


451. Supongamos que el plano secante ha sido trazado por cierto punto de 
la diagonal HP del cubo dado (fig. 164). Examinemos al principio las secciones 
que cortan a la diagonal en los puntos del seg- 
mento OP. Separemos la seccion QRS que pasa 
por tres vértices del cubo, ella, evidente- 
mente, pertenece al conjunto que se examina, 
Es un triangulo equílátero cuyo lado es 
аү5. Es fácil calcular que la distancia 
desde esta sección hasta el centro del cubo 


e 


Es evidente, que si 


es igual а 


en la sección se obtienen trián 


Г 

ulos equiláteros. Puesto que la relación entre 
los lados de los triángulos en cuestión es 
igual a la relación entre sus distancias hasta 
el punto P, entonces 


De aqui, tomando en consideración que 


z 
е: 3 
QR=a yZ y eE, 
hallamos. 
MN -=$ Мах V6. “) 


z Y > x2>0, entonces en la sección se obtienen los hexágonos АВСРЕР. 

Los lados AB, FE y CD del hexágono son respectivamente paralelos a los 
lados QR, QS y RS del triángulo equilátero QRS. Por esta razón, en su pro longa- 
ción, imtersecándose, forman ángulos de 60°. Teniendo en cuenta que AF || CD, 
cic., llegamos а Ja conclusión de que todos los ángulos del hexágono son igua- 
les a 120°. Es fácil ver también, que АВ =С0= ЁР у BC=DE=AF (se dehe 
tener en cuenta que los lados del hexágono cortan en las caras triángulos 1sósce 
les). 

Con el fin de hallar las longitudes de los lados del hexágono, protonguemos 
el lado AB del hexágono hasta su intersección con las prolongaciones de las 
aristas PQ у PR еп los puntos M, у №, La longitud del segmento М.А, 
puede ser calculada por la fórmula (1). Conociendo M,N, hallamos el segmento 


Si 


pa 
BM, A мка) Е: 
De donde ч 


AB=M,N,—28BN, VI+xV6 2 


2 
ГІ lado ВС se podria hallar análogamente. No es dificil, sim embargo, come 
prender que BC=BN, y, рог consiguiente, 


B0=5 VIV 6. (3) 


Señalemos que en la sección con cl plano a 
que pasa par el punto О se obtiene ил hexágono 
segular (véase las lórmulas (2) y (3) para x=0). 
Los vértices de este hexágono se encuentran en los 
pintos medios de los aristas del cubo (fie. 169). Es 
йсйї ver que si a una de las dos partes en las 
que el plano x divide al cubo se la hace girar 60° 
en torno a la diagonal OP, entonces el hexágono 
coincide consigo mismo y obtendremos dos poligo 
nos dispuestos simétricamente con respecto al 
plano л. Por consiguiente, la sección que сопа a la FIG 165 
diagonal en los puntos del segmento HO a la dis- 
tancia х del punto O, se obtiene de la correspondiente sección del conjunto 
de planos secantes ya examinado haciéndolo girar а 60°. 


452. En la proyección se obtendrá un hexágono regular cuyo lado será igual a 

ayó 
y 

proyección de todas las secciones posibles del cubo, examinadas en el pro- 
blema 451 {véase la fig. 164). Todas las secciones indicadas se proyectan sin 
modificar sus dimensiones y obtendremos la figura mostrada en la lig. 166. 

Valiéndonos de que el lado del triangulo RQS es igual a a V Z, del trian- 
gulo GOS hallamos: 


Para convencerse de csto es cómodo representarse el resultado de la 
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y 


de donde GS=2}È , Puesto que, a continuación, el lado del hexágono regu- 


ү? 
lar А,ВСО,Е Г, (vease la fig. 164) es igual a als entonces, 1а relación 


buscada resultara igual a 


[Бү (A 


453. Sea АЕРО el trapecio isósceles que se obtiene en la sección y sean 

G y Н lus puntos medios de sus bases (vease la fig. 167). Bajemos desde el 

punto /7 la perpendicular HK a la base de la pirámide. Puesto que H cs el 
punto medio de SN, entonces 


u) 


FIG. lA FIG. 167 


Determmemios, a cuutinuación las longitudes de los segmentos QO у QS. 


Dado que 
до 60 
НКК 


entonces, teniendo en cuenta (1), obtenemos que 


h a 
A 


de donde 


(2 


Bajenios desde el punto 5 la perpendicular SM a GH Entonces, de la semejantes 
de los triángulos SMG y GOQ tenemos que 


sm _60 
05—09 


y, por consiguiente, la distancia buscada «5 igual а 


‚60__ 2 
M8 O рат 


454, El cuerpo que se examina está compuesto por dos piramides соп base 
común КМА (fig. 168). La altura OR de la piráwide inferior «s fácil de hallar. 
bajando desde el punto Р (punto medio del lado KN) la perpendicular PD a la 
base de la pirámide. El punto D dividirá al segmento ФІ por la mitad. Valién- 
donos de este hecho, del A APD oblenemos: 


ЕП. DA 
КО QA 
De aqui 
4 
R= PD 
y. por consiguiente, 
1 
08= PD=5 


Aqui, hemos aprovechado que la altura de un tetraedro regular es igual a 


у? 


El volumen buscado es igual а 


ү? 
wo 


455. Supongamos que sea AMKN el cuadrilátero obtenido en la sección y Q 
el punto de intersección de sus diagonales (véase la fig. 169). Al examinar el 


FIG. 169 


A SAC es fácil ver que Q se encuentra en la intersección «de las medianas de 
este triángulo. Por eso. 


MN_SQ_2 
BD 5073 


y, por consiguiente, 


MN b. 


Luego, del triángulo rectángulo SAC hallamos que 


PRE 
АК = C= KF 
Puesto que AK | MN, entonces 


Жы = AK-MN =% VITA 


10 ж 2866 289 


456. Sean МОЖ; y 1 ММ, las secciones paralelas del prisma (fig. 170), 
а la longitud de la diagonal AC de la base y Н la longitud del segmento КК, 
Entonces, el área de la primera sección será 


H a 3 
sh (2+) Gta. 
El área de la segunda sección será 


S q PT (ACA LM) HAPIT (AC Lita). 


Pero, 


E a Es „28 П 
А.а, (MG, Ме фа PTS ZA, РТ Н, 


lo que se ve fácilmente de la semejanza de los triangulos correspondientes. En 
virtud de esto, obtenemos: 


Observación. Este problema puede ser 
fácilmente resuelto por otro procedimiento, 
si se toma en consideración la fórmula 


Sproyee=S cos y, a 


donde S es el área de cierto poligono dis- 

puesto en el plano P, Sjypyee es el área de 

la proyección de este "poligono sobre el 

рю у % ез е ángulo entre los planos 
y 


FIG, 170 De acuerdo con la tórmula (1), las 
áreas de las secciones paralelas examinadas 
en el prublema son entre sí como las áreas de sus proyecciones. Así pues, 


nuestro problema se reduce a hallar las áreas de dos figuras: L¡M¡CMLA 


y NIQICQNA (Ир. 171) (las letras con rasgos significan las proyecciones де los 
puntos correspondientes sobre la base del prisma). 


457. Examinemos la pirámide КАЕР, que es uno de los poliedros (véase 
la fig. 172). Consideramos que 


Рог esu, 


у, por consiguiente, 


1 
Зд АвР=-у Эд Авс. @) 


Supongamos, a continuación, que KM y SN son las alturas de las pirámides 
КАЕР y SÁBC. Es facil ver que 
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Por eso 
км5 


у, por consiguiente, teniendo en cuenta (1), obtenemos que 


Ука 
Я 2 
La relación buscada es igual а zz. 
К, 
с 
А 
F 
в 
FJG. 173 FIG. 172 


458. Tomemos la cara de área 5, como base ABC de la pirámide dada ABCD. 
Sea DO la altura de la pirámide y DA, DB, y DC, las alturas de las caras 
laterales (fig. 173). 

Según el teorema de las tres perpendiculares 0С, | AB, ОА, | BC y 
ов, | AC, en virtud de lo cual los ángulos Z БСО, Z DA,0 y 4050 son 
ángulos lineales de los respectivos ángulos diedros y según 18 condicón del problema 
son iguales. De aquí se deduce la igualdad 
de los triángulos DOC, DOA, у 081. Para 
comodidad del cálculo introduzcamos Jas 
siguientes denolaciones: 

DO=H, DC,=DA¡=DB,=h, 
0C,=04,=0B,=r, S+S +S =S. 
Es evidente, que ғ es el radio de la cireun- 
ferencia inserita en el A АВС. El volumen 
de la pirámide ABCD ез 


V== SH. в 


Del triángulo rectángulo DOC, obtendremos. 

н=үн-=л 2) 
Asi pues, el problema se reduce а la determinación de la apotema № y del 
radio r. De la fórmula Ss=-7 АВА y otras análogas obtendremos las expresio- 
nes рага los lados del triángulo ABC: 


Por consiguiente, el semiperimelro sera 
HAB 48040) = 


Luego, 


ý 
y por la fórmula de Heron 


5 =pip—ABiip— BO (и АСу= 
3,525 5-3 5—25, 505—251)(5—25,)(5-—25,) 
ИГ E ж +” ш 


de donde 


(3) 


El radio z de la circunferencia inscrita lo hallaremos de Ја lórmula que expresa 
el ёгса Sy del triángulo ABC por medio de este radio y el semiperimetro: 


de donde 


Colocanda este valor de г en la fórmula (2), hallaremas; 
П tee 

a O A T. 

aa PG Ж? 52—52. 


Colocando aquí ul valor фе А de la fórmula (3) е introduciendo el resultado 
obtenido en la fórmula (1), obtendremos definitivamente: 


1 рта 53) 1/ © > 
ти Y z 


459, Cortemos al cubo por la mitad con ayuda de un plano diagonal, per- 
pendicular al eje de rotación, y giremos 90° el poliedro obtenido. Como re- 
sultado obtendremos la contiguración representada en la fig, 174 

La parte común la componen el paralelepípedo rectangular A BCDD,A,B,C 
y la pirámide regular SABCD. La altura del paralelepipedo la hallamos del 
iriángulo B8,T 


ay2_a 
ъв. 
La altura de la pirámide es 
av? a 
A 


El área de la base comun del paralelepipedo y la pirámide es igual a a?. 
De este modo, el volimnen buscado de la parte común será 


o bien 


Š 
4 


460. Sea 5 el vértice del cono, $0==Л la altura del cono, ASB el triángulo 
que se obtiene en la sección, С el punto medio de la cuerda AB, y AO=7 


+ hallamos: 


(fig. 175). Observando que Z АОС =. 2 


а в с 18: В 
С0=7067. В=С0ца= шаса. г=— 


FIG. 174 FIG. 175 
Por esta razón, el vulumen del cono es 
Ё 
КЕСЕ ыт 
ЗГ г: аатта: 
жез 


461. Sea a el ángulo buscado, / la generatriz del cilindro, /, la generatri7 
del cono y r el radin de la base del cono y del cilindro (і, 176). Según la 


condición del problema 


Й 


A 
А 
FIG. 170 FIG. 177 
Por consiguiente, 
oblea 20а 7 
T+coseca 8 


y» por lo tanto, 
sona 8 совт—7=б. 


Resolviendo esta cenación hallaremos: 
=, а=исеп 
sna=$, а=асеп 3. 
462. Supongamos que sea т el ángulo buscado, R сі radio de la base del 
cono y r el radio de ta base del cilindro (fig. 177). Tenemos: 
Zar? 2176 "\ о 
a (е) а 


а y. por lo tanto, F= lea Como resultado obtenemos la 


7 


Pero LG 
siguiente ecuación respecto de tga: 
412 a—12iga+5=0. 


Resolviendo esta ecuación, hallamos: 


5 П 
а=, 0 bien igazg- 


Sin embargo, se ve fácilmente que tga=%32 < 1, por eso, tamt уре 


consiguiente, 


П 
а= асін т. 


463. Sea ! la longitud de la genera- 
triz, R el radio de la base del cono, х [а 
longitud de la arista del prisma у r el radio 
de la circunferencia circunscrita а la base 
[ del prisma (fig. 178). Ехатїпето el trián- 
FIG. 178 gulo formado por la altura del cono, por la 

generatriz del cono, ge pasa por uno de 
los vértices del prisma, y la proyección de esta generaíriz sobre la base del 
cono Tenemos: 


Puesto que 


= y R=ic0s%, 
л 
зеп 
n 
nbtendremos que 
a 
ЭГ sena sen — 
я 
р. 
22-а 


Pon consiguiente, la superficie total del prisma será 


1 | / 
Hueco pta] — E | (тоня). 


е Фзеп E ] 
\2 sen п Ho) 


464. Examinemos el trapecio isósceles A8,C,D obtenido como resultado de 
la proyección del trapecio dado ABCD sbre el plan perpendicular а! cje del 
cilindro (fig. 179). Puesto que el trapecio que se examina está circunscrito а 
una circunferencia, entonces 

a+b 


АВ, =4K+KB,=AM+ BM =, 


Del triángulo rectángulo АРВ, ubtenemos: 


(62) (== sen? а. 


2 


De aqui 


1) П 
sa E у amaren KE 


FIG. 179 FIG. 180 


465. Sen R el radio de la estera y a, b y с los catetos y la hipotenusa 
respectivamente del triángulo ABC que se encuentra en 1а base del prisma 
(lg. 180). Tenemos: 

h h a h 


a=——, — са. 
cosa sena: sena соза чепа 


Es evidente que el radio R es igual al radio de la circunferencia inscrita en 
el A ABC. Por eso 


h 
Те 5еп a+ 


у, рог consiguiente, el volumen del prisma será 


a ж 
— sen 2ж{(1 + sen w- cos j’ 


468. El volumen de la pirámide es igual а la suma de los volúmenes de 
las pirámides que se obtienen al unir el centro de la esfera inscrita O соп todos 
los vértices de la pirámide. La altura de cada una de estas pirámides es igual 
al radio r de la esfera inscrita en dada pirámide. Si S es el área de la base de 
la pirámide у S, es la superticie lateral, entonces, el volumen de la pirámide 
será 


+ +5. w 


Puesto que, por otro lado, 
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entonces, obtencinus para r la fórmula 
AS 
== (2 


De tas condiciones del problema se desprende: 


Sustituvendo estas expresiones en (2), hallamos: 


ў. > 
natcotg g / a р ——— 
Я зал а И atose 


п 
ЕС ока y #-) {а+ iyi 


487. Desigaemos por sel radio de la esfera inserita y pur a la longitud 
del segmento ОР (fig. 181). Entonces, 


r=atga, 


donde « es la mitad del ángulo buscado (véase la fig. 181). Por consiguiente 
el volumen de la esfera será 


Уы gna tg? a 


Puesto que DO—=atg 2x, y AB=2V $a, 
entonces, el volumen de la pirámide serà 


АЕ 
ы ал 


expresando lg 22 por medio de tga, obte- 
пешез la ecuación 
2 


tyta tg a= =3- 


FIG. 181 


De aqui 
21 22 
(09 =з y (Mm 


Teniendo en cuenta que а es un ángulo agudo, hallamos: 


л 
а= 
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aj=arcg Y 


468. Sea а el ladn y b la apotema del poligono de п lados que se cucuentra 
en la base de la pirámide, Н la altura de la pirámide. Entonces (fig. 182, a y 0) 


b=r cotas, 


2r cotg 5 tt; 


el área de la basc es 


Sme = atigi со? э 
Luego, 
Нера тасв. 


De aquí, el volumen de la тате será 
П 


a л 
rt Lg 

ateg 000897 

Puesto que el volumen de la esicra es 

A 4 

Va=3 0, 


entonces, 


An ‚т я 
LAS спід а соі у 


FIG 182 FIG 183 


469. Sea a el lado de la base de la pirámide, la apotema de la base, 
R el radio de la circunferencia circunscrita a la base, A la altura de Ja pirámide, 
r el radio de la esfera inscrita en la pirámide, y la altura de la cara lateral 
bajada desde cl vértice de la pirámide (fig 183, а y 5). Entonces, 


a л 
2002, 0-0, 
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además, 
F а? f ED 
эЧ E Ríos A 
=з Y Жет Ros). 


hey FR y +20 E š 
De la еспасібп 


b 
hr у 
(vease Ja lig 183, 6) hallamos: 
a 
‚йез И 142008 

бы Я 

itt 15 2eos E 

а 


Por consiguiente, la relación buscada es igual а 


z 
mE nab sen (1420082) 
zl П 


arg 


FIG, 184 FIG. 185 


470. Supongamos que sea а el lado de la base de la pirámide SABCD, h 
la altura de la pirámide y7 el radio de la estera circunscrita а la pirámide 
(fig. 184). Entonces, 


vætan 


3 
1 


a, 7 
(a) > 
Si SE es el diámetro de la esfera circunscrita, entonces, del triángulo rectángulo 


SBE se desprende; E 
(12) =h (27h). 


Sin embargo, puesto que del triángulo FO,S tenemos que g= св a, en- 
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tonces, eliminando a а, hallamos: 
П 
Р AS 
h пата гара (57 
agar li Tra a 
471. Empleando la igualdad de los ángulos diedros, así como en el problema 
458 no es difícil demostrar que la perpendicular bajada desde el vértice a la 
base se proyecta al centro de simetria del rombo. Es fácil también ver que el 
centro de la esfera inscrita se encuentra en la perpendicular mencionada. 
Supongamos que sea а el lado del rombo, 2% la айша idel rombo y 11 a 
altura de la pirámide (fig. 185). Entonces, el área de la base es 5-а? зеп, 


о puesto que а= 0, 


Рего, п= ов t (véase la fig. 185, donde está representada la sección que 


pasa por la altura de la pirámide y la altura del rombu) 


Está también claro, que 
$ 


2.0 


R 


MR ER 


Como resultado obtenemos el volen del prisma 


at 
8 cost =p 
V=7 6 


F: 


зеп о cosy sen? zy 


472. Tracemos un plano por los vértices 5, y 5, 
de las pirámides y el punto medio А de uno de los 
indos de la baso (fig. 186). El radio de la semicireun- 
lerencia, inscrita en el triángulo 4515, de tal modo que 
su diámetro se encuentra sobre 5155, evidentemente, es FIG 196 
igual al radio de la estera inscrita, Sea O el centro de la 
semicircunferencia, Designemos por b la altura del triángulo AS,S, bajada al 
lado 5,5,. Dado que b es la apulema del poligono regular de n lados, entonces, 
a 


2 


El radio de la estera R lo hallaremos calculando por dos métodos el area 3 del 
triángulo 455 Por una parte, 


b 
Zsh 
SF Us 


5 
ЕЯ 


л 
со — 
ёт. 


рог otra parte, 


R R UTA NS 
S=SiA Esa har грат 


Como resultado vbtenemos la fòrmula delinitiva 


Д a 
q + cota z 


a E a? z` 
: о 2. ГА E £ 
ПЕЕ нк сощ q 


473, Sean hy y hz las altu 


s de fas pirámides, z el radio de la circun- 
ferencia circunscrita a la base (1 


. 187). Entonces, 


a л 
траг зеп 
п 


2 


Del triángulo rectángulo 5,45. спуоз vértices son al mismo tiempo los 
vértices de las pirámides dadas y uno de los vértices de la base, hallaremos que 


Pero, 


De aqui, 


Ма АЕ 


La solución es posible si = 


a 
250 2 
пт 


474. Es fácil Четозігаг que el punto medio del segmento que une los 
centros de las basis del prisma es el centro de las esferas inscrita y circunscrito. 
El radio de la circunterencia inscrita en fa base es igual al radio de la esfera 
inscrita, Sea r el radio de la eskera inscrita, R el radio de la esfera circunscrita 
Examinemos el triamgulo rectángulo cuyos vér- 
ties son uno de los vértices de Ја bas 
centro de la base y el centro de las esferas. 


Tenemos que Rtr? +r}, dunde 


De aqui, 


PIG.188 


La relacion entre el vubumen de la esfera circunscrita y el volumen de la 


esfera inscrita es 


475. Los radios de las esferas circunscrita e inserita son iguales a los 
segmentos en que el centro común de tas esferas divide a la altura del tetraedro. 
Ex fácil revelar que la relación de estos segmentos es 3:1. En efecto, de la 
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semejanza de los triángulos 800 у BPK (fig. 188) tenemos. 


к 86 
T РК' 
а ВК BK 


РКК 


Puesto que las superficies de las esferas son entre si como los cuadrados de sus 
radios, la relación buscada es igual a 9. 


476. Los volúmenes de los tetraedros regulares son entre si como lus cubos 
de los radios de las esferas inscritas en estos telraedros, Puesto que la esfera 
inscrita en el tetraedro mayor esta circunscrita al telraedro menor, entonces, 
la relación de los radios mencionados de las esferas inscritas (vease la resoltición 
del problema 475) es igual а 3:1. Por consiguiente, la relación buscada de los 
volúmenes es igual а 3927. 


417. Supongamos que el problema es soluble. Iracemos el plano А,В,С, 
(véase la fig. 189, a) de tal modo que haga contacto con la esfera menor y que 


FIG. 189 


sea paralelo a la base АВС del tetraedro dado. El telruedro ХА 8С, está 
circunscrito a la esfera de radio г. Es fácil hallar que la айша de este 
tetraedro SQ, = 4r (véase el problema 475). 

Admitamos que la longitud de іа arista del tetraedru SABC sea igual a x. 


Entonces, el segmento al, y la altura SQ = =E. Luego, (véase la 


ху 


3 
жшше qu (EY ¿(LE 


Resolviendo esta ecuación cuadrada ҺаПагетоѕ que 
=r Vos ИЕ 31. 


En esta fórmula debe tomarse solamente la raiz con signo más, puesto que SA 
en todo caso es mayor que 3r, y 37 >r V б. Es evidente que el problema es 
posible con la condición de que sea Ё;> V 37. 


йа. 189, b) tenemos que Q0= —3r y del triángulo rectángulo AQO se 
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478. Sea AB,C,D,E,F, el hexágono regular obtenido еп la sección del 
cube. El problema se reduce a ta determinación del radio de la esfera inscrita 
en la piramide hexagonal regular SA,B,C,D/E,£, (véase la fig. 190). El lado 
а ; ayi 

z y Su altura es igual a EL, 
Valiéndonos de que el radio de [а esfera inscrita en la pirámide es igual al 
triple del volumen de la pirámide dividido por su superficie total (véase la 
formula (1) en la resolución del problema 466), hallamos: 


-28-3 


4 


de la base de la pirámide es igual a 


r 


Por consiguiente, la relación buscada será igual a 


20413 
A 


479. Sea O el centro de la esfera, }, AS, BS y CS las cuerdas dadas. Es 
evidente, que el лу ABC es equilátero (fig. 191). Es fácil también ver 
ue la perpendicular SO, al plano АВС, al ser prolongada, pasa por el centro 
le la esfera O, presto que el punto O, es el centro de la circunferencia 
circunscrita al triángulo ABC. 


FIG 191 


Designenios, después de estas observaciones, la longitud buscada de las 
cuerdas por d Del triángulo SAB hallamos que 


AB=24 sen 5 


y, por consiguiente, 


Calculando por dos procedimientos distintos el área del triángulo isósceles SOA, 
obtenemos 


de donde 


480. El radio de la esfera inscrita lo hallaremos por la iórmula (vease la 
fórmula (1) en la resolución del problema 466) 


r=+ 


Ж ' 


donde 5 es la superficie total de la pirámide y V su volumen. Hallemos al 
principio el volumen de la pirámide. Observemos para cllo, que los triángulos 
rectángulos BSC у BSA (їр. 192) son 
iguales, puesto que son iguales sus lipote- 
nusas y tienen un cateto común. En virtud de 
esto, el triángulo rectángulo ASC es isósceles, 
Dado que 


AS=CS=Y' 
entonces, 


1 
Мы BS pase 


Es también evidente, que 


AD= Y 


BD=V AB — AD = 


у, por consiguiente, 


Como resultado, después de las simplificaciones correspondientes, obtenemos: 
bya 
VERH 204 


481. Designemos por z el radio de la estera inscrila, y por R el radio de 
Ja esfera circunscrita. 


s 
G 
М 4 
E 
СЯ 
o 
FIG. 193 


Examinemos al principio el triángulo SFE, uno de los Jados del cual, el 
lado SF, es la altura de la pirámide, y el ofro, el SE, es la altura de la cara 
lateral (fig. 193, а). Seu O el centro de la esfera insirita, De los triangulos 
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SFE y OFE {iig 193, b} tenemos: 
кы = 
FE=rolg у, 
SP =r otg $ igg 


А continuación, es evidente, que 
Е-Е 


rcotg 4 y? 


Recurricndo a Іа fig 193, с, donde está representada la sección trazada por el 
centro de la pirámide y su arista lateral, hallaremos fácilmente que 


DOj=0,F*4+DF? 
o bien 


(SF— R}? DP, 
De aqui, 


M 


Puesto que 0 == 7, entonces, colocando aquí las expresiones halladas ante- 
rlormente para SF y PF. ublenemos una ecuación respecto de ф: 


E rotg 2 
fru " 
Фер шч 


o, después de las ары correspondientes, 
ette. 


Hagamos, a continuación, tg =z. Observando que 1g4 = и. obtenemos 


2 


la ecuación 
124—622 4.1=0. 
De aquí 


482, En total se obtienen 6 biángulos (por el número de aristas) y 4 trián- 
galos (ig, М) Designemos por Sy el krea de cada Iriámgulo y por Sp el área 
de cada biangulo Tenemos: 


45, +65, = 470%, (0) 
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Sea 5, la зпта de las áreas de uno de los triángulos y de tres biángulos adya 
centes a este triángulo. Sp es el área del segmento esférico cortado por el plano 
de la cara del tetraedro. Este área es igual а 27/08, donte 4 es la allura del 
segmento. Puesto que la altura del tetraedro se divide por el centro de la esfera 
en la relación de 3:1, (véase el problema 475), entonces 


4. 
3 


de donde hallamos que л= 28 — R=FR Luego, 


2 
5у+-35,=9лй--р R= NR". o 


Resolviendo el sistema, compuesto de las ecuaciones (1) y (2), respecto a las 
incógnitas $ y Sa, obtenemos: 


з=, з.е лка 


483. Sea R el radio de la base del cono, œ el ángulo entre el eje del conv 
y la generatriz, y r el radio de la esfera inscrita En la sección axial del cono 
{епетов un triángulo isósceles ABC (fig. 195). El radio de la circunferencia 


ADA 


FIG. 194 FIG 19% 


inscrita en este triángulo es igual al radio z de la estera inscrita en el cono. 
Seo 0 el centro de la circunferencia, / ОСА = В. Entonces, es evidente, que 


бер== д. Pero, según la condición del problema, 
anr? (т\з 4 
Dr O ав. 

(#)-3 
De aqui que sea +y у, por consiguiente, P=F. Puesto que, además, 


«+%=ў. entonces, =+ Por consiguiente, el ángulo buscado sera 


х 
=. 


484. Sea r el radio de la semicircunierencia, R el radio de la base del 
cono, / la generatriz del conu y а el ángulo formado por el eje del cono y la 
generatriz. 
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Por la condición del problema tenemos que 


aR (+R) _18 
Bar TE o 
Introduzcamos en esta igualdad ci ángulo о. Con este fin examinemos el 
triángulo isòsceles ABC (fig. 196), obtenido en la sección axial del cono. Del 
triángulo ABC hallamos que 
R=lseng, r=Rcosa=Ísena-cos œ. 
Sustituyendo estas expresiones en la parte izquierda de (1), obtenemos: 


1 _1-зепе 
2 sena costa 


Puesto que cus?a=1—sen? а, entonces, simplificando el quebrado por 1 -+sen ог, 
tendremos que 


30 sen? a —36 sen a 


de duude 
5 
n= у NU 


R 
MIG. 190 FIG. 197 
Por consiguiente, el angulo buscado del vértice del cono es igual a 


2arcsen 5. о bien 2агсзеп 1. 
о 6 


485. Supongamos que sea h la altura del cono, z el radio de la base, / la 
generatriz del cono y а el angulo formado por la generatiz y la altura (fig. 19 
Según la condición del problema tenemos que arl = ёле; de aquí, [== 

1 


у, рог 


consiguiente, зеп а: =. F Del triángulo rectángulo АВС obtenem 
9 Vei 
r=?R cos asen a= 20 — zr —. 
2—1 
= 26 коза соза=28 E. 


El volumen buscado del cono será 


+ puna (| ы)! 


486. Sea R el radio de la esfera, Л la altura del cuno y r el radio de la 
base del cono. La relación del volumen del cono al vulumen de la esfera es 


(6) 
Ha) 


Del triángulo SBA (fig. 198) tenemos que 7°=4 (29 —h). De ayut 


E 
зат (2—7) 90-0 


у, рог consiguiente, 
РА 
ег (2—0). 


El problema es soluble, evidentemente, cuando 0< g < 2 


FIG. 198 FIG. 199 


487. Sea R el radio de la estera, Sest y Vesp la superficie y el volumen de 
la esfera, Seono Y Yeong la superficie total y el volumen del соло, A ta altura 
del cono y 7 el radio de la base del cono (fig. 199). Entonces 


4 
А 
ы. „ЭЕ сар 
Veono T шш Ж 
5м _ ше _ аё 


Sema MUH) ГИТ” 
Observemos, sin embargo que, 


у, por lo tanto, 


ubtenemos: 


ГИ 


Observación: Se puede obtener el mismo resultado por una vía más corta, 
valiéndose de la siguiente fórmula: 


Ñ 
Vcono == Seono Ro w 
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donde Sesma es la superficie total del cono, у R ез el radio de la esfera inscrita 
en este cono. La fórmula (1) se obtiene fácilmente de la fórmula correspondiente 
para la pirámido (vease la resolución del problema 466) por el método del paso 
límite. Er efecto, puesto que es evidente que 


1 
Ся @ 


entonces, dividiendo (2) entre (1), obtendremos que 


488. Sea $ la superficie total del соло, S, la superficie de la esfera, 71 y 7 
los radios de las bases superior e inferior del cono y £ la longitud de su gene- 
ratriz. Sea, luego, САРІ el trapecio obtenido 


сп a a en la sección axial del cono: O el centro de la 
esfera inscrita y AB | LD y OF | MD (fig. 200). 
|, \\ Tenemos, 
$ лет) л лее 
N, "a г а (0 


Er Пасі ver, que АМ = МЕ у que BD=FD, 
puesto que O es el centro de la circunferencia 
inscrita en el trapecio, por lo tanto, 


4 larr @ 
ToP 


Valiéndonos de esta igualdad, de la igualdad (1) 
obtendremos: 


FIG, 200 ті Ат", (8) 
Del triángulo MED se desprende; 
0000—45. 10) 
Eliminando 1 de las igualdades (2) y (4), hallaremos: 
mak. (5) 


Con ayuda de esta igualdad, eliminando + de (2) y (3), obtendremos; 
A4ri=R @т—1). (6) 
Resolviendo el sistema (5), (б), hallaremos: 
бе (+ ИЗ}: 
(Ёк VD. 


„ 


3 Р з 
Аз pues, si т< т el problema по tiene solución; cuando mez el cono 
truncado se transiorma en un cilindro, 


489. Son posibles dos casos: 1) el vértice del cono y la esfera se encuentran 
a distintos lades del plano tangente; 2) el vértice del cono y la esfera se en- 
cuentran а un mismo lado del plano Langente. 

Examinemos el primer caso. Tracemos un plano por el eje del cono y la 
generatriz del cono BC, de la que se habla en Jas condiciones del problema, 
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(201). Este plano dará en la sección con el cono el triángulo ABC y, еп la 
sección con la esfera, una circunferencia con el centro 0; el plano perpendicular 
а BC será intersecado por la recta МЕ (M es el punto de tangencia). Tracemos 
BD | АС y OF | ВС. Sea BD=h, OD=0F=r, CD=R. Es evidente, que 
ОМЕР es un cuadrado y, рог lo tanto, 

һ=г+ V PEE. 
Luego, 

PAS е4 

Ad" + 
Así pues, en el primer caso, el volumen del cono es 


SLEET 
E. ETE ы 


Еп el segundo caso el problema se resuelve análogamente. El volumen del cono 
resulta igual a 


у= лв 


ЕСЕ АДЕЕТ 
Er 


490. Examinemos la sección axial ABC del cono. Supongamos que sea BF 
la allura del triángulo ABC, N y М los puntos de tangencia de la cireunferen: 
cia, inscrita en el triángulo ABC, cun los tados AB у ВС, O el centru de la 


А a 


FIG. 201 


circunterencia, E el punto de intersección del arco menor MN con el segmento 
BF, Ln el punto de intersección de los segmentos MN y BF (fig. 202). Haga- 
mos DM=r, DE=H y BD=h. El volumen buscado será 


Pero, 
# 
rok ER cos E colg Za e 
2 2 2 a 
sy 
2 
H=R—R n5; 
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por олшеу, 


cost 


пз + -(-=ю 5) (2+5) 


se 
2 


491. Desigremos por r y ry los radios de las esteras y examinemos lo sec- 
ción de las esferas por un plano que pasa por sus centros sea AA, = 24, 
KS=R y AS=x (lig. 203), entonces A¡S=240—x. La за онт total de la 

lente es igual a 


Lxar, +(2a—x) 2ar = S. (0) 
Del triángulo OKS tenemos que 
NO е 4-1— 0а —х)р 
о bien 
2—2, (2а— х) + (2а — х): =0. (2) 
Análogamente, del triángulo O,KS tenemos que 
LIG 203 п 0—0) 
о Шел 
в) 
De (2) y (3) hallamos 
(4 


Colucando estas expresiones para 7 у r, еп la igualdad (1), obtendremos la 
ecuación 

MR дё) л RH La — 1) =S 
о Inen 


S 
— oa E 
lar + Ri420?— 70, 


r=a+ Y E-r- (5) 


Colocamlo este valor de x en la lórmula (4), después de las simplificaciones 
correspondientes, obtenemos: 


de donde 


La elección de otro signo delante de la raiz cuadrada en (5) se reduce al cambio 
de las designaciones 7 y г. 


492, Scan Y, y V respectivamente los volúmenes de los segmentos esiéricos 
menor y mayor, en los que el pleno, que pasa por la línea de tangencia de la 
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esfera con el cono, divide а la esfera. Sea, a continuación, R cl radio de la 
esfera, А la altura del segmento menor, Н la altura del cuno, y г el radio de 
su base (fig. 204). Entonces 


у, = д RA), V= 


Ж р 
7 BRM. 


El problema se reduce a la determinación de la relación +. Designando рог 


a el ángulo formado por el cje del cono y la gene- 


ratríz, del APKO hallamos: £ 
ж 
тр sen a 
de donde 
h 
palena. 
Й 
A continuación, según la condición del problema 
1 А, 
FR ран 
> 
Lars 
2 FIG 204 


Expresemos ahora r y H en función de R y а Tenemos: 


O E Ph 
Sua зеп 
жайра taa 
соз 
Por consiguiente, 
(i -£sen а)? 1 (l + sen ay? 


4 епа (iden * 


"sena (епа) 


Sustituyendo aqui sena 


o, después de las simplificaciones correspondientes, 
PARA е 40. 
Resolviendo esta ecuación, obtenemos: 


—_ A+ 2 Ей 
al FT 


Б 


=. 10) 


Def 


El problema tiene dos soluciones, puesto que, siendo k > 2, amlas raíces de la 
ecuación cuadrada tienen sentido. 


БИ 


493. El radio y de cada una de las ocho esferas inscritas lo hallaremos exa- 
minando el triángulo АОС en el plano que pasa por los centros de estas esferas 
y el centro O de la esfera 5 (fig. 205, а). Tenemos: 


De aqui 


Trazando una secclón que pase por el centro O de la esfera S, el centro О, de 
la esfera 5, y los centros de las dos esferas opuestas de radio r (ig. 205, 0), 


FIG 205 


del triángulo rectangulo А00), oblendremos: 
AOÍ=A0*+ 001 


o bien 
t +p RP 08 — 0). 
De aquí 
Ri 
‚їз 
o bien 
pd 208 
25 +! y Vai 


494, Puesto que la: esferas inscritas son iguales entre si, sus centros, equi. 
distan del centro O de la esfera S. Por consiguiente, el centro de simetría del 
cubo indicado en las condiciones del problema coincide con el centro O de la 
estera S (fig. 206). Sea x el radio buscado de las esferas. Es fácil ver, que 
entonces la arista del cubo será AB=2x, y la mitad de la diagonal del cubo 


AO=CO—CA=R—x. 
Puesto que, рог otro lado, 


40=3-2 V3, 
obtenemos la ecuación 
R=i=1V 3, 
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de donde 
Pa. Е 
ҮЗ +1 
495. Supongamos que sea 7 el radio de la base de cada uno de los dos conos 
inscritos. Su parte común se compone de dos conos truncados iguales. Designe- 
mos por r, y ға los radios de las bases superior e inferior respectivamente “del 
cono truncado y por Ё su altura. La relación buscada de los volúmenes es 
Н\гї-+г»+ 
2R3 


De la semejanza de los triángulus AQZ, AOS y APC (fig. 207) tenemos: 


KA A 


КОЧ 


FIG. 206 


Puesto que, además, #=һ—Р y r=V R Кп 18, las dos igual- 
dades anteriores permiten expresar 7, y г, en función de R y le 


Ya que de la condición del problema qe entonces 


¿ORAR сы] 
вара) 
ga FRE ae 


=ў@—1 (2- rs, 


496. Supongamos que los radios de las secciones circulares con las áreas 
Sı y 5, sean iguales а R, у Ra, y que las distancias desde el centro de la 
esfera hasta dichas secciones sean respectivamente iguales a /, y 1, (h < lah 
Designemos por R el radio de la esfera, por 7 el radio de la sección buscada 
y por а distancia desde esa sección ана el centro de la cea Entonces, 
ifig. , 


1H -d 41) 
барр 185 Р 


y 
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De estas dos ecuaciones hallamos: 


y. por consigurente, 


441 = 3% o 


De tas ecuaciones (1) y (2) obtenemos: 


Por csta razón, el área buscada es 


Smart RI а RA E р (зз БА ав). 


497. Dosigneimos por л el radio buscado de la base del cono. Examinemos 
la figura obtenida en la sección trazada por el centro de una de las esferas y 


FIG. 209 


el eje del cono (fig. 209). Observemos que la distancia entre los centros de dos 

circunferenvias en contacho es igual a 2R. Valiéndonos del hecho, fácil de de- 

mostrar, de que el centro de la base del cono А equidista de los tres puntos 

de tangencia de las esferas con el plano P, hallamos: 

?үз 
3 


AD= 


R. 
Es fácil ver, que el ZSBA==ZCO,D=2f y, por consiguiente, 


л 
= 


Tomando las tangentes de los ángulos que figuran en ambas partes de esta 
igualdad, vbteneinos: 


“ 


R y que tga=r:gR. 


ДУЗ 


De la fig. 209 está claro que шв=( 


Si, ahora, hacemos т^ la igualdad (1) nos dará la siguiente ecuación res- 


3l4 


pecto ах: 


30-24 ү 7369 -Irl ф=0. 


3 
De aquí, siendo g=2, obtenemos que E, por consiguiente, 7 


Si q # 2, entonces 
2030) F Vi 
ae 3-2 ` 


2y3 


Dado que 0< x < , entonces, en la fórmula indicada dehe tomarse el 


signo menos. Siendo 0 > 2, la segunda raiz, como es fácil demostrar, es mayor 
2/3 

ы АЫ 

cuando g < 2, la segunda raiz es negativa. 


y responde al cono que tiene contacto exterior con las esleras; 


498. Los centros de las cuatro primeras esteras se encuentran en los vérticos 
de un tetraedro regular, puesto que la distancia entre los centros de dos esferas 
cualesquiera en contacto es igual a 2R. No es dificil demostrar que los centros 


в 


4 G 
FIG. 210 FIG. 211 


de la quinta y sexta esferas coinciden con el centro de gravedad del tetra- 
edro (fig. 210). Sea r el radio de la quinta esfera (la mayor), y p cl radio de 
la sexta esfera. Es evidente, que 


r=0+2R. 0) 
Valiéndonos de que la distancia desde el centro de gravedad hasta cl vértice 
ат 


143 
2 


del tetraedro que se examina es igual а R, obtenemos: 


A 
PHR =- К. (2 
De aquí 


y de la fórmula (1) 


818 


Ası pues, la relación buscada de los volúmenes es 


y 


г 


(e =( уа) e V6 Y =485—198 Иб. 


А 


499. Supongamos que sean A, В у С los centros de las esferas de radio 
R, Aj. В, y Сү las proyecciones de estos centros sobre el plano, O el centro 
de la cuarta esfera, el radio r de la cual hace falta hallar (fig. 211). Uniendo 
los centros de todas las esferas obtendremos, evidentemente, la pirámide trian- 
gular regular ОАВС, en la cual AB=8C=AC=2R, AO=BO=C0=R--r, y 
0Q=R=r. Fl segmento AQ es el radio de la circunferencia circunscrita “al 
ДАВС, por lo tanto, 


Del triángulo AQO, por el teorema de Pitágoras, hallamos: 


2а y 
(+) 08 70Р л). 


Resolviendo esta ecuación, obtenemos que ©. 


500. Sean А, B, C у D los centros de las esferas grandes. Examinemos la 
proyección de todas las esferas al plano А, B, C y D (lig. 212). Dado que los 
centros de las esferas pequeñas equidistan de los centros de las respectivas 
esferas grandes, ua а los centros de gravedad О, y O, de los trián- 
gulos equiláteros АВС y BCD. Puesto que, además, los radios de las esferas 


FIG. 212 


pequeñas, según la condición del problema, son iguales, cl segmento que une 
sus centrus es paralelo al plano que se examina y se divide por el punto de 
tangencia de las esferas en dos mitades. En virtud de esto, la proyección del 
punto de tangencia resultará sobre el segmento BC. De aquí se deduce que las 
esferas pequeñas se proyectarán en circunferencias inscritas en los triángulos 
ABC y BCD. Por esta razón, el radio de las esferas pequeñas es 


_ABV3_2RV3 
ег O э. 


de donde 
R 
Т з. 
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2, Problemas de demostración 


501. Sean E y F tos puntos medios de las bases del trapecio ABCD obte- 
nido en la sección axial del cono (fig. 213). Tracemos por el pinto medio O 
del segmento EF las rectas ОМ | СО, ON | EF у СР] AD Hagamos, para 
simplificar la escritura, CD EF=h, OM=x, EC=r, DF=R, y 
LMON=LPCD=ú. ё 

Para la demostración, es suficiente establecer que х=; Según la con- 


dición del problema, al (R-+1)=x1? у, por consiguiente, R+1==1. Sin embargo, 
puesto que de los triángulos OMN y CPD tenemos que 


R+ 


iy osa y =! cosa, 


» lo que era necesario demostrar®. 


FIG. 213 FIG, 214 


502. Examinemos cl trapecio ABCD que se obtiene en la sección axial del 
cono (véase la fig. 213). Sean E y F los puntos medios de sus bases y O el 
punto medio del segmento EF. 


OM LCD, ON | EF, CP | AD, y Z MON= 2 PCD =a 


Para la resolución del problema es suficiente demostrar que OM = ОЕ. Intro- 
duzcamos las denotaciones: 


ЕС=г, DF=R, ОМ=х, ОЕ 


Entonces, 


х= ON cosa 


Del triángulo CPD tenemos: 
h=CD соз ж= V (RNP FCPT cos a. 


* De la igualdad obtenida más arriba R+r=! se desprende que 
2R+2r=1+1. Esto significa que jas sumas de los lados opuestos del cuadri- 
látero examinado son iguales. Esto último, ya es suficiente para que en el 
cuadrilátero se pueda inscribir una circunferencia, Sin embargo, nosotros no 
nos basamos en este hecho. 
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Pero, puesto que según la condición del problema СР? —4Ё/, entonces, 


h= V ¡RD 4 AR cos a=(R +1) cosa. 


Asi pues, x== =, lo que era necesario demostrar. 


2 


503, Sea SP la altura de la pirámide SABC, O el punto medio de la altura, 
y Ł et punto medio del segmento BC cuya longitud designaremos por а 


(fig. 214) 
Tenemos: 
DE= 23, 
5р- Y SEI DE? 
ayi 
он: 
Ое aqui, 


0Е= Иб -4 
Por consiguiente, ОЕ = ВЕ ЁС y, por lo lanto, Z BOC==90* 
504, Sea а el lado de la base de la pirámide dada SABCD, а el ángulo 


diedro formado por la cara lateral Р la base, y 17 la altura SO de la pirámide 
ig. 215) ' Éntonces, 


a 
a w$ 


Además (véase la fórmula (1) en la resolu- 
ción del problema 481), 


Ee 


ЕД 


Por consiguiente, 


а igar? 
ig iga 
FIG 215 у, por lo tanto, 
Р  iga+? 
а лат 
2igatg 5 
Haciendo 5 =x, obtenemos: 
к _ 1+ 
TRA" 


Suponiendo, adeniás, que sea х? = /, redluciremos el problema а la demostración 
de la desigualdad 


>I4V 2 siendo 0 < < 1. 
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Multiplicando ambas partes de la desigualdad por el denominador y abriendo 
los paréntesis, obtenemos la desigualdad 


(V 143821 241) 14 1>0 


para un trinomio cuadrado, Calculando el descriminante del trinomio, deseu- 
brimos que es igual а cero. Por consiguiente, el trinomio no varia de signo 
cualesquiera que sean los valores de /. Puesto que siendo £=0 el trinomio es 
positivo, la desigualdad queda demostrada 


505. Las pirámides ASBC y OSBC tienen la base SBC común (fig. 210), 
por lo cual sus volúmenes som entre sí сото las alturas bajadas а su base 
común. Puesto que OA'IJAS, 1а rela- 

z ción de las alturas de las pirámides 

ASBC y OSBC, bajadas a la base 


FIG. 216 


SBC, es igual a la relación de SA а QA’. Por consigwente, lo relación de 
sus volúmenes es 


Vosne _ 04° 
Pasac” SA 


Análogamente, 


Sumando estas igualdades, obtenemos: 
Од’, 08' 
ЗА ТВ Т 5С 


506. Sea P el plano del triángulo АВС, P, el plano del triángulo А,В,С, 
y 11а línea de intersección de P con Р, (fig. 217). Designcmos por Qan el 
plano que pasa por A, В y O. La recta A,B, se encuentra en el planu Qag y, 
siendo no paralela а la recta АВ, se cruza con ésta en el punto 7 дн. Este 
punto se encuentra en los planos P y Ру y, por lo tanto, sobre la recta f 
Análogamente, demostraremos que las rectas BC у 6,C, se cruzan en el punto 
Tac que se encuentra sobre /, y las rectas AC у АС, se imtersecan en el 
punto Тас que se encuentra también sobre l. 


507. Sea O, el centro de gravedad de ta cara ASC, y BO, uno de os 
segmentos examinados en el ргоМета, Tomemos otra Cura cualquiera, por 
ejemplo, la BSC; designemos su centro de gravedad por O, y demostremos que 
el segmento АО, intersecará al segmento BO, y que el punto de intersección 
de estos segmentos О divide al segmento 80, en la relación de 1:3, contando 
desde el punto O,. En electo, si М, y Ma son los puntos medios de los 
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segmentos AC y ВС (ig. 218), entonces, es evidente que АВ М, М»; ез tåcil 
tambien ser que О ММ, ya que los puntos O, y O dividen respectiva. 
mente а los segmentos MS y 5 en una misma relación, Por esta razón, 
АВІ[0,0,, la tigura А8030, es un trapecio у, por lo tanto, sus diagonales 
ВО, y Аб, se intersecarán. Designemos el punto de intersección de las diago- 
nales por б. Tenemos: 

050. 2 


MAL =. 
AE МР 


Multiplicando estas igualdades entre si obtendremos que 


Аз pues, 


lo que se ahrmaba, Si tomamos, ahora, el centro de gravedad en una сага más 
y trazamos el segmento correspondiente, entonces, en virtud de lo demostrado, 

éste también intersecará al segmento ВО; y, 
además, en el punto que dividirá a BO, en la 
relación de 1:3, es decir, en el punto O, Por 
consiguiente, todos los segmentos examinados 
se intersecan en el punto 0. Es también evi- 
dente, que el punto O divide a cada uno de 
estos segmentos en la relación de 1:3, lo que 
había que demostrar. 


508. Desarrollemos primeramente un razo- 
namiento auxiliar. Supongamos que sean PP, y 
001 dos rectas que se cruzan, A, B y C ires 
puntos sobre la recta QQ, con la particularidad 
Y de que el punto 8 se encuentre entre los pun- 
Fla 218 tos А у C, An, В, y С, los pies de las perpen- 

diculares bajadas "desde los puntos А, B y C 
a la recta PP. Designemos por ha, hg У he 
las distancias desde los puntos A, В y С hasta la recta РР. Demostremos 
que Ap es, рог lo menos, menor que una de las distancias A4 0 Лс. 

Con este. fin, proyectemos la figura representada en lá fig. 219 sobre el 
plano д perpendicular a la recta РРу. La recta PP, tendrá como proyección el 
рио O, mientras que los segmentos AA, ВВ, y СС, se proyectan sin variar 
Su longilud, puesto que todos ellos son paralelos al plano л. En este caso, el 
punto B' resulta entre los puntos A” y С". Examinando ahora el triángulo 
A'0C' podemos confirmar que la linea inclinada 0B' es menor que una de las 
líneas inclinadas OA” o ОС'. En electo, bajando desde el punto O una per- 
pendicular a A'C (en la fig. 219 no se muestra), estableceremos que el punto 
E está dispuesto más cerca del pie de la perpendicular que шо de los dos 
puntos A’ o €”. De aqui se desprende que fig es menor que hy о que fc. 

Sea, ahora, ABCD una pirámide triangular arbitraria, y EFG una sección 
triangular tai, que, por lo menos, uno de los vértices Ё по es vértice de la 
pirámide. Demostremos que, entonces, el àrea del triángulo СЕО es menor que 
el ga de uno de los triángulos AEG o DEG (ір. 220, 

En electo, los tres triángulos tienen el lado EG ez según lo бешоз- 
trado anteriormente, la distancia desde F hasta la recta G es menor que la 


32 


distancia desde А о D hasta esta misma recta. Si S4 вро < Sa ago entonces 
todo queda demostrado. Pero, si S4 gra < $дркв Y» Por ejemplo, el punto E 
no es vértice de la pirámide, entonces, hacemos uso del razonamiento anterior 
para el ADEG, comparando su área con las áreas de los triángulos DGA y 
BDO. Valiéndonos, en caso de necesidad, una vez más del mismo razonamiento 
para el A BDG, demostremos la afirma- 

ción hecha en el problema. De la reso- 7) 

lución expuesta, está claro, que si la sec- 

ción de la pirámide no coincide con su 

cara, entonces, su área es estrictamente 

menor que el área de una de las caras. 4 


2 
FIG. 219 FIG. 220 


509. En vez de comparar las sumas de los ángulos planos de los vértices S 
у S’, comparemos entre si las sumas de los ángulos planos de las caras laterales 
de ambas pirámides en cada uno de los tres vértices de la base común. Demos- 
iremos que cada una de estas sumas de los ángulos de la pirámide exterlor es 
mayor que 1а suma correspondiente de 
angulos de la pirámide interior. Demostremos, s 
por ejemplo, que (fig. 221) = 


LACS+LSCB> 2 АС5' +- LS'CB. (1) 


De la desigualdad (1) y otras análogas 
(пага los vértices А у B) obtendremos la solu- s 
ción del problema. En efecto, sumando las 
tres desigualdades indicadas, estableceremos que 
la suma У) de todos los seis ángulos planos 
de las caras laterales еп la base de la pirámide 
exterior es mayor que la suma correspondiente P 


X para la pirámide interior: 
У: @ 
Pero, las magnitudes que_nos interesan en el с 
problema suplementan а Уу у Ў), hasta 540° TIG 221 
(== 180° :3) y, рог consigufente, para ellas tiene 
lugar la desigualdad de sentido contrario. Así pues, nos queda deniostrar la 


validez de (1). Prolomguemos el plano ACS’ hasta su intersección con la 
pirámide exterior. Examinando el ángulo triédrico CS'S”B, deducimos que 


0°. 


L SCS +0 СВ > Z 5'СВ. 0) 
Adicionando a ambas partes de la desigualdad el Z ACS', ubtendremos: 
Д ACS'+LS'CB > Z АС5'-- Z S'CB. ө 
Pero, para el ángulo triédrico CASS” tenemos: 
LACS+ L SCS" > и АСЗ". (5) 
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Sustituyendo еп la desigualdad (4) al Z ACS" por una magnitud mayor, de 
acuerdo соп 15), obtendremos: 


LACS+H(L SCS'+ 2 S'CB) > Z ACS'+ Z S'CB, 
es decir, la desigualdad (1). 


510. Designemos por Oy, Oj, O, y O, los centros de las esferas dadas, y 
por Pig el plano tangente común para las esferas de centros O; y Oj li < 0). 
Tales planos son en total seis: Pis, Pis, Pag, 
Pis Pas Y Ру. 

Оетозігетоѕ primeramente que los planos 
Pim Pis Y Pag se cruzan por una recta, En 
efecto, cada uno de estos planos es perpendi- 
cular "al plano 0,0,0,, puesto que éste es per- 
pendicular a la línea de los centros de las eshe- 
газ divididas por el mismo, que se encuentra 
sobre este plano. 

Además, es fácil ver que los plangs que 
se examinan (fig 222) pasan porel punto О, 
de intersección de las bisectrices del triángulo 
0,0,0, Asi pues, los planos Р, Pis у Ру 
se cruzan, еп efecto, por cierta recta que 
como hemos establecido de paso, es perpendi- 
cular al plano de los centros 00,0; y pasa por el centro de la circunferencia 
inserta en el triángulo 0,0,03. Designemos esta recta por Ly. 

Análogamente se demuestra que los planos Pas, Pa, y Pay determinan 
la recta común para ellos L, perpendicular al plano del triángulo 0,0504, que 


Y 


FIG 222 


% D 


FIG. 223 FIG. 224 


pasa por el centro de la circunferencia inscrita en este triángulo, у asi suce- 
sivamente. Como resultado llegamos 2] siguiente problema (fig. 223): en cada 
cara de la pirámide triangular 0,0,0,0, hay inscrita una circunferencia рог 
cuyo centro pasa la perpendicular a la cara. Es necesario demostrar que las 
cuatro perpendiculares Ly, La, La y La tienen un punto común, si se sabe que 
los puntos de contacto de dos circunferencias con una misma arista coinciden. 

Este hecho es casi evidente. Designemos por O el punto de intersección 
de las rectas Ly y Ly; estas últimas se intersecan, puesto que se encuentran en 
un mismo plano Р y по son paralelas. Demostremos, ahora, que las rectas 
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1. y L, pasan también po el punto O. En efecto, el punto O эс encuentra 
en la línea de intersección de los резе Р, Y Pay puesto que Ја геа La 
pertenece al plano Р, у la recta Lp al plano Pa, Pero, la linea de inlers 
sección de Рі» соп Pe, es la recta La. Por consiguiente, L, pasa por el punto 
O. Análogamente demostramos que la recta Le раза por el punto 0 


Si se conocen tres puntos A, В y С no pertenecientes a ила misma 
recta, entonces, estos puntos son los centros de tres esferas que hacen contacto 
entre sí de dos en das. En efecto, si P es el punto de intersección de las hi- 
seciricss del A ABC, y Py Pa y Pa son los pies de las perpendiculares baja- 
das desde P respectivamente a los lados AB, ВС y CA, entonces, 
АР,= АР» ВР, = ВР, CP¿=CP, 

y las esferas de centros A, B y C, cuyos radios son respectivamente iguales a 
ra=APy ra=BPa тс=СР„ 


hacen contacto entre sí de dos en dos, 

Sea ABCD la pirámide dada (fig. 224), Examinemos los tres esteras de 
radios гд, rg y fc, cuyos centros son А, В y С y que hacen contacto entre si de 
dos en dos. Designemos por А, B, y С, los puntos en los cuales las superi- 
cies de las esferas se cruzan con las aristas AD, BD y CD, y demostrenis que 


A,D=B,D=C¡D. 
Según la condición del problema 
АЮ + ВС = ВЮ AC. 


De acuerdo сол la construccion tenemos que 
AD=r ++ AD, Bl=rg+r0 
BD=rp+B.D; АСга 
Colucando las últimas cuatro expresiones en la igualdad anterior, ubtendremos: 
A D=8B,D. 
Análogamente, valiéndonos de la igualdad 
BD+AC=CD4 АВ, 
B,D=C/D, 
Por consiguiente, la esfera de centro D y de radio 
гр -419=8B,D=C,D 


hace contacto con cada una de las tres primeras esferas y, por lo fanta, las 
cuantro esferas construidas hacen contacto entre si de dos en dos 


hallaremos: 


512, Designemos los radios de las esferas pur гү, ға Y гу, у Sed гу zer 
22га. Tracemos un plano tangente a las dos primeras esferas Además, trace- 
mos por los centros de estas esferas un plano 
perpendicular al plano tangente y exaininemos 
Ја circunferencia de radio r que hace contacto 
con las dos circunferencias grandes obtenidas 
en la sección y соп su recta tangente común 
(fig. 225). La lercera esfera puede, cvidente- 
mente, hacer contacto con las dos primeras 
esferas y con el plano que tiene contacto con 
ellas, si esta esfera “по es demasiado pequeña”, s 
a saber, si гу œr. Tenemos (fig, 225) que FIG. 225 


V 00 0,0*=A0+08 


о bien 
а EN Иа 


De esta ecuación. hallaremos: 


из 
==. 
(Илт Vra 


Por consiguiente, los radios de las esferas deberán satisfacer la relación 


> Tila 

Writ Vr 

513, Supongamos que el número de caras laterales de la pirámide sea igual 
а n. Unamos el punto arbitrario O, tomado en el plano de su base, con todos 
los vértices y examinemos n pirámides triangulares соп un vértice común en 
«1 punto O. Es evidente que el volumen V de la pirámide dada es igual a 
la suma de los volúmenes de las pirámides triangulares obtenidas. Tenemos: 


зан) 


fa 


y 
donde ry, fo ++., Fn son las distancias desde el punto O hasta las caras late- 
rales, y $ el área de la cara lateral. ña 

Por consiguiente, AA es una magnitud constante que 


no depende de la posición del punto O en el plano de la base, lo que era 
necesario demostrar. 


514, Exammemos los dos planos sombreados en la fig. 226 y el triángulo 
ADE en el plano Р que pasa por los vértices A, D, H y Ë del paralelepipedo 
dado. El plano P corta al plano del Д 8CD por la recta KD que pasa por 


FIG. 226 FIG. 227 


el punto A de mtersección de las diagonales del paralelepipedo АВЕС, y, por 
consiguiente, el segmento KD es una mediana del A AED. Es evidente, que 
А0 ез tambien una mediana del A АЕР. Por esta razón, el punto 5 que nos 
interesa, es el punto de intersección de las medianas del A АЕР у, por lo tanto, 
z 
3 


con lo cual el problema queda demostrado. 


AS=2 A0= AH, 


3 


515, Tracemos el plano indicado en el problema por los vértices B, D y F 
(ig. 227) y otro plano, paralelo al primero, por los vértices C, Е y б. Ambos 
planos forman en su intersección соп el paralelepipedo triángulos equiláteros 
iguales. Designenies la longitud de cado lado de estos triángulos por a. Si, 
ahora, trazamos por el punto medio de una de las seis aristas que unen los 
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vérlices de los dos triángulos mencionados, por ejemplo, рог el punto medio 
N de la arista BC, un plano paralelo a los planos indicados, éste dará en la sec- 
ción con el paralelepípedo el hexágono MNPQRS, todos los lados del cual, 


evidentemente, resultarán iguales a 5. Observemos, además, que MN || DF y 


МРЦ BD. Por esta razón, el Z MNP complementa al Z BDI lasta 180” y, 
por consiguiente, el Z ММР= 150°. Análogamente establecemos que los demás 
ángulos del hexágono son también iguales а 120%, 


516. Sea SABC el tetraedro dado, Р y Q los puntos medios de las aristas 
opuestas AC y SB, MPNQ cierta sección del tetraedro en la que se encuentra 
el segmento РО (fig 228). Examinemos 
с la sección plana SPB que, evidentemen- 
te, divide al tetraedro en dos partes 


FIG. 228 FIG. 229 


equidimensionales. El problema quedará solucionado si demostramos que las 
pirámides SPQN y MPQB son cquidimensionales. 

Bajemos sobre el plano SPB las perpendiculares desde los puntos M y N 
5 designemos sus pies respectivamente рог К у L. Puesto que los triángulos 

QB y SPQ son equidimensionales, entonces, 
para resolver el problema es suficiente demos- 4 
irar que LN=MK. Estableceremos esta igual- 
dad al demostrar que 
MO = N0. (mM 

Examinemos, con este fin, un par de planos 
paralelos en los que se encuentran las rectas que 
se cruzan SC y AB (fig. 220). Dado que el 
segmento PQ une los puntos medios de los seg- 
mentos AC y SB, él, evidentemente, está dis- 
puesto en un plano paralelo a los planos dados 
y que equidista de éstos. En virtud de esto, el 
segmento MN, al intersecarse con el segmento 
РО, será dividido por el punto de intersección 
por la mitad. 


517. Sea SABC la pirámide dada (fig. 230). 
Bajemos desde el vértice 5 la altura SP de la 
cara АВС, y las alturas SD, SE y SF de las _ 
tres caras restantes. Es fácil ver, que los trián- FIG 230 

gulos SPD, SPE y SPF, en virtud de 1: igual- 

pad de los ángulos SDP, SEP y SFP, son iguales entre sí (compárese con 
el problema 458). Tracemos, a continuación, por las aristas AB, BC y АС 
álanos que dividan los correspondientes ángulos diedros por fa mitad. Estos 
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planos se intersecan en е! punto O equidistante de las cuatro caras de la pirá- 
míde y, por consiguiente, que es el centro de la esfera inscrita en la pirámide. 
Es fácil ver, que en el caso que se examina, en virtud de la igualdad indicada 
de los triángulos, el punto O resultará sobre la altura SP de la pirámide 
pitiendo los razonamientos, estableceremos que todas las alturas de la pirámide 
se intersecan en el punto O. Valiéndonos de este hecho, podemos afirmar que, 
por ejemplo, los triángulos APS y SPE se encuentran en un mismo plano у, 
por consiguiente, los segmentos AP y PE pertenecen a una а recta, Por 
eso, АЕ es simultáneamente la Ыѕесігіг y la altura del A АВС. Por la misma 
causa, las demás bisectrices del Д ABC son al mismo tiempo sus alturas. Por 
consiguiente, el A ABC es cquilátero. Repitiendo los razonamientos, establecere- 
mos que todas las caras de la pirámide representan triángulos equiláteros, con 
lo cual el problema queda demostrado. 


518, Supongamos que el segmento AB se encuentra en el plano Q, y el 
segmento CD, en el plano P, y sea РІО (fig. 231). Tracemos por el punto А 
una recta paralela a CD y tracemos el segmento АА, =CD. А base de los lados 


AB y АА, construyamos el paralelogramo ABB,4,. Reallcemos una construc- 
cion análoga en el plano P. Uniendo А соп С, В con Cy, А, con D y B, con 
D, obtendremos el paralelo edo ABB,A,DCC,D,. Examinando la сага ACB 
como base de la pirámide DACB, observamos que el volumen de la pirámide 


es agual a 1. del volumen del paralelepipedo. Puesto que, sin embargo, el volu- 
T 


men del paralelepipedo no varia al trasiadar los segmentos (no varían ni el 
area de Ja base ABB,A,, ni la altura, es decir, la distancia entre los planos 
P y Q), entonces, tampoco varía el volumen de la pirámide. 


519. Sean P y Q los puntos de intersección de la recta dada con las caras 
CBA y DBA del ángulo diedro (fig. 232) Tracemos por la arista А8 el plano 
bisector ABE y, luego, por el punto O de su intersección con la recta PQ, 
tracemos el plano C;B;D, perpendicular a la arista AB. Sea, a continuación, 
OM | B,D,, ON | В,С, y SR la proyección de PQ sobre el plano D,B,C, de 
tal modo que QS [ B,D, y PR] ВС. Si los puntos P y 0 equidistan de 


la arista, es decir, sı 

B¡R+B4S, (1 
entonces, el triángulo 8,25 es Isósceles, SO=RO y, por consiguiente, QO=PO, 
como líneas inclinadas que tienen iguales proyecciones. Teniendo en cuenta, 


además, que segun la construcción 
м0= 0, @ 


226 


podemos deducir que los triángulos OMQ y ONP son rectángulos e iguales. 
aquí se desprende la igualdad de los ángulos: 


4 М@0= / NPO. (8) 


Así pues, еп un sentido la afirmación queda demostrada 

Si, ahora, al contrario, se cumple la igualdad de los ángulos (3), entonces, 
en virtud de (2), tiene lugar la igualdad de los triángulos QMO y PNO. Como 
consecuencia de esto, QO=PO y, por lo tanto, SO=0R, De aqui se desprende 
ya la igualdad (1). 


520. Unamos los puntos В y С, A y D con segmentos de rectas (fig. 233) 
Tracemos рог el punto A una recta paralela a MA hasta que se encuentre ел 
el punto K соп la recta que pasa por 
los puntos В у N. Observemos que 
AK=2MN, puesto que MN esla 
media del triángulo АВК. Luego, 


FIG 24 


A BNC=A KND, ya que BN=NK, CN=ND y £ ВАС 2 KND. Por eso, 
DK = ВС. Del triángulo АРК se desprende: 


DK+AD > AK=2MN 


(aqui tiene importancia que D no se encuentra sobre la recta AK, de 10 contra- 
rio, tendriamos que haber puesto el signo =). Así pues, 


вс+Ар > 2M) 
lo que era necesario demostrar. 


521. Sean A, B C y D puntos arbitrarios que se encuentran cn las aristas 
del ángulo tetraédrico con el vértice £ (и. 234). Demostremos, por ejemplo, que 


СЕР < LCEA+ / АЕВ+ £ BED. i) 

Tracemos el plano СЕВ. Según la propiedad de los ángulos planos de un angulo 
triédrico 

CCED « 2 СЕВ+ ¿BED w 


y por la misma cansa 


¿CEB < / СЕА--/ AEB. 3) 


De las desigualdades (2) y (3) se desprende (1). De este modo, la desigualdad 
(1) queda demostrada. 

SES fácil comprender que nuestro razonamiento conserva su vigor también 
para el caso cuando el ángulo tetraédrico no es convexo, es decir, cuando la 
arista LD resulta al otro lado del plano СЕВ 


522. Supongamos que sea dado el ángulo tetraédrico convexu соп el vértice $ 
(fig. 235) Prolonguemos los planos BSC y ASD hasta que se crucen por la 
recta Д. Luego, prolonguemos los planos ASB y DSC hasta que se crucen por 
la recta Га. Las rectas 1) у l, evidentemente, no cuimuden (de lo contrario, 
todas las caras en su prolongación pasarian рог una misma recta) Designemos 
por P el plano en el que se encuentran las rectas /, у f Valiendonos de la 
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convexidad del ángulo tetraédrico, «s facil demostrar que el plano Р tiene sola- 
mente un punto común con el ánguio dado, el punto de intersección S, de 
modo que todo el ángulo se encuentra a un lado del plano P (este hecho cs 
casi evidente) Demosiremos, ahora, que todo plano que corte al ángulo tetraé- 
drico y que sca paralelo al plano P, formará en la sección con este ángulo un 
paralelogramo. En efecto, en virtud de lo expuesto, ta plano согіага a las 
cuatro aristas del ángulo tetraédrico. Designando los respectivos puntos de 


2 


TIG 235 FIG. 236 


intersección por A’, В', C’ y D', observemos que A’D' || В'С', puesto que estos 
dos segmentos son por separado paralelos a ¿y; por la misma causa A'B" || D'C". 

Por consiguiente, el cuadrángulo A"B'C'D' es un paralelogramo, lo que era 
necesario demostrar. 


523. Sean DL y CM las alturas de los triángulos ADB у АСВ, bajadas a 
su base común АВ (fig. 236). Dado que estos triángulos son equidimensionales, 
entonces, DL=CM Supongamos, además, que sea KN la perpendicular común 
a las aristas que se cruzan АВ y DC. 


Т 


чена 


FIG. 237 


Тгасетоѕ pur el segmento KN el plano P perpendicular a la arista AB. 

Proyectemos el cuadrilátero LMCD sobre el plano Р (fig. 237). Puesto que los 
segmentos DL y CM se proyectan sin que varien sus longitudes (ambos son 
aralelos al plano P), y el segmento LM tiene como proyección un punto, cn 
la proyección se obtiene el Íriámgulo isósceles KD,C;. Según la construcción 
tenemos que KN | DG, por consiguiente, KN | D;C; dy рог lo tanto, KN es la 
altura del A KD,C,. Por eso, № es el punto medio del segmento D;C; y, por 
lo tanto, tambien del segmento DC. 

De este modo, para las condiciones del problema, el pie de la perpendi 
Jar común a des aristas que se cruzan de la pirámide divide a estas aristas por 
la mitad. 

De la fig. 237 es fácil observar que LK=KM, puesto que DD¿=CC,. Por 
eso (vease la fig 23б) AL=BM y de la igualdad de los triángulos rectángu- 
los ALD y BMC se desprende que 


AD=BC. 
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Anélogamente se demuestra que AC 
todas las caras son iguales entre si 
iguales, 


BD y que AB=DC. Por consiguiente, 
como triángulos que tienen tres lados 


3. Lugar geométrico de los puntos 


524. Sea P uno de los planos que pasa por el pinto dado А, y M la 
proyección del punto dado B sobre el plano P. Supongamos, a continuación, 
que sea С el punto medio del segmento АВ (fig. 238), Puesto que el triángulo 


AMB es rectángulo, entonces, CM=7 АВ. De este moda, todos los puntos At 


8 


FIG.238 


FIG. 239 


1 
se encuentran а una misma distancia = АВ del punto С y, por consiguiente, 


1 
están dispuestos en una esfera de radio => АВ cuyo centro єз «1 punto С. Es 


Тас ver, además, que cualquier punto de dicha esfera coincide con wna de las 
proyecciones del punto В. Asi pues, el lugar geométrico buscado cs una esfera 
cuyo diámetro es АВ. 


525, Sea O el centro de la esfera dada. Tracemos por la recta dada [ cierto 
plano Р que corta a la esfera por una circunferencia con centro en el punto M 
(ig. 239). Como es sabido, ОМ | Р. Tracemos, a continuación, por el punto O 
el plano P, perpendicular а la recta 1. Designemos el punto de intersección del 
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plano P, con ia recta / por С, Dado que los planos Р, у Р son perpendicula. 
тез, el segmento ОМ se encontrará en el plano P,. Examinemos, ahora, el 
triángulo rectángulo OMC. El punto C no depende de la elección del plano 
secanle P, y la hipotenusa ОС del triángulo rectángulo ОМС es una magnitud 


constante. Si D es el punto medio de OC, entonces MD= 3 
si 2 по tiene puntos comunes con la esfera, el раг geométrico buscado es una 
parte del arco de una circunferencia de radio —, encerrada dentro de la esfera 


Por consiguiente, 


(1 arco se encuentra en el plano P, y pasa por el centro de la esfera). Si Г 
diene contacto con la estera, el lugar geométrico buscado será una circunferen- 


cla de radio R, donde R es el radio de la esfera. Si, por fin, / cruza a la 


с 
esfera, el lugar geométrico de los puntos M será una circunferencia de radio С Я 


526. El lugar geométrico buscado es una superficie de revolución, obtenida 
como resultado de la rotación del arco de una circunferencia o de toda la cir- 
cunferencia ivease la resolución del problema 
anterior) alrededor de su diámetro ОС. 


527. Demostremos que el Ingar geométrico 
6 


buscado es una esfera de radio R y que 


el centro de esta esfera cuincide con el centro 
de la esfera dada 

Sea M un pinto arbitrario del lugar 
geométrico buscado, los segmentos MA, МВ y 
MC (fig. 240), por ser segmentos tangentes a la 
esfera, trazados desde ип mismo punto, son 
iguales entre sí Por eso, lus triángulos rectái 
mlos AMC, CAB y AMB son también ¡gui 
les Por consiguiente, с! A АВС es equilatero. Es evidente, que el segmen- 
to, OH cortará a este triángulo en su centro de gravedad О,. Sea АМ =a, 
entonces 


FIG 240 


ауф 


АС=аү? у А0,= F 


Colocando estos valores en la igualdad 
ом.А0,=0А.АМ 
(зш nos valemos de que el Д ОАМ es rectángulo y escribimos su área por 
dos métodos), obtendremos: 
vi 
OM.a == Ra 
De ади, Vo 
6 
ом= 1—8. 


Asi pues, el punto M se encuentra en la esfera mencionada más arriba. Girando 
la esfera dada junto con las tangentes AM, CM y BM alrededor del centro O, 
nos convenceremos Че que cualquier punto de la esfera pertenece al lugar geo- 
métrico examinado 


328. Designemas el punto dado del espacio рог A, el punto de intersección 
de las sectas por В, y el pie de la perpendicular bajada desde А al plano 
por C. Tomemos, a continuación, cualquier recta que pase por el punto Ву 
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bajemos a esta recta la perpendicular AD (fig 241) Entonces, por el teorema 
conocido, CD | 8D. 

Por ‘consiguiente, el punto D se encuentra sobre una circunferencia cuyo 
diámetro es el segmento BC. Es fácil demostrar que lombién, al contrario, 
cualquier punto de la circunferencia indicada es el pie de la perpendicular 
Bajada desde el punto A a cierta recta de la familia examinada. Por eso, el 
lugar geométrico buscado es una circunferencia de diámetro BC 


529. Son posibles dos casos. 1) La recta AB по es paralela al plano exami- 
nado P. Designemos рог D el respectivo punto de intersección de AB con P 
(fig. 249). Sea M el punto de tangencia del plano con una de las esferas del 
conjunto examinado. Тгасетоз un 

lano por las rectas AB DM. P 

ste plano cortará a la esfera por 
una circunferencia que hace con- 


FIG. 241 FIG. 242 


tacto con la recta DM en el punto М. Por la conocida propiedad de la tan- 
gente y la secante trazadas desde un mismo punto a une circunferencia, tenemos: 


DB.DA=DM? 


Por consigulente, el segmento DM tiene una longitud constante igual a V BD- DA, 
que no depende де la elección de la esfera y, por lo tanto, todos los puntos М 
se encuentran en una circunferencia de radio r= V DB-DA cuyo centro es el 
punto D. Designemos esta circunferencia por C. Supongamos, ahora, lo contra 
rio, que M es cierto punto de ja circunferencia С; demostremos que este punto 
pertenece al lugar geométrico examinado. 

“Tracemos рог los puntos А, В yA una circunferencia auxiliar y designe- 
mos su centro por O, (ig. 243). Puesto que en las condiciones del problema 
DB-DA=DM?, entonces, la recta DM es tangente a esta circunferencia y, por 
consiguiente, O,M | DM. Levantemos, ahora, en el punto M una perpendicular 
al plano Р, y en el punto Оу, una perpendicular al plano de la circunferencia 
auxiliar, Estas dos perpendiculares se encuentran en un piano perpendicular 
a la recta DM en el punto M, у no son paralelas (еп el caso contrario, el 
unto Oi, y junto con éste los puntos А y В, se encontrorian en el plano Р). 
Por esta razón, estas perpendiculares se Íntersecan en ciertn punto O. Es lácil 
ver, que OA=0B=0M, puesto que las proyecciones de estos segmentos 0,4, 
0,8 y O,M son iguales entre sí como radios de una circunferencia. Por eso, st 
se construye una esfera de radio OM, cuyo centro sea el punto O, entonces, 
esta esfera hará contacto con el plano Р y pasorá por los puntos A y В De 
este modo, al contrario, cualquier punto de la circunferencia C pertenece a 
nuestro lugar métrico. Por consiguiente, el lugar geométrico buscado es la 
circunferencia 

2) En el caso, cuando la recta AB es paralela al plano, el lugar geométrico 
buscado representa una recta que se encuentra en el plano P y que es perpen- 
dicular a la proyección del segmento AB sobre el plano P y la divide por la 
mitad. 


530. Caso a). Sea D el punto medio del segmento AB (fig. 244), C el punto 
móvil, Q el centro de gravedad del A АВС, y Q el centro de gravedad del 
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Д ASB. Puesto que el punto Q divide al segmento DC en la relación de 1:2, 
el lugar geométrico de estos puntos es, evidentemente, un rayo paralelo a la 
arista SE, que posa por el punto Q, о sca, por el centro de gravedad del A ASA. 
so Б). Si, ahora, es el punto В el que se desplaza por е la arista SG, 
entonces, los centros de gravedad Q” 
de los triángulos ASB se encontrarán 
sobre un rayo paralelo a la arista SG, 
que pasa por el punto Q" que divide al 


FIG, 243 FIG. 244 


segmento AS еп la relación de 2:1, contando de A а S, y los rayos exami- 
nados en el caso л), correspondientes a cada posición fijada del punto В, liena- 
rán la sección del ángulo triédrico con un plano que раза рог el punto Q* para- 
lelamente a las aristas SG y SE 


4. Valores máximos y mínimos 


531. Sın derugar la comunidad, se puede considerar, que el plano secante 
se cruza cone laarista CE del cubo (fig. 245). Es fácil ver, que en la sección 
se obtiene siempre cierto paralelogramo AMBÑ. El área $ del paralelogramo 

puede ser hallada por la ета 
S=AB.MK, 
donde por MK se ha designado la perpendi- 
cular bajada desde el punto M de la arista 
СЕ a la diagonal AB. Asi pues, el área S 
será minima junto con la longitud del seg- 
mento. MK. Pero, entre los segmentos que 
unen lus puntos de las rectas que se cruzan 
CE y AB, la menor longitud la tiene la 
perpendicular común a estas rectas. No es 
difícil comprender, que la perpendicular 
común a dichas rectas es el segmento M'O 
que une el punto medio de la arista CE y de 
la diagonal АВ. En electo, cl A AM'B es 
FIG 245 isosceles y poreso MO | АВ. Puesto que 
también el Д СОЕ es isósceles, M'O | CE. 
Ам pues, le section de menor áres es la sección que divide a la arisía СЕ 
por la mitad; el аген correspondiente 5 es 


Este mismo problema puede ser resuelto de otra manera, si se emplea el siguiente 
teorema: el cuadrado del área de un polígono plano es igual a la suma de los 
cuadrados de las áreas de sus proyecciones sobre tres planos perpendiculares 
entre sí. Este teorema se demuestra sin dificultad a base de la fórmula, por la 
cual el área de la proyección de un poligono plano sobre un plano es igual al 
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área del polígono multiplicada por el coseno del ángulo entre los planos (véase 
la fórmula (1) en la resolución del problema 456). 

Considerando а este teorema 
demostrado, designemos por x la 
longitud del segmento CM (véase 
la fig. 245). Las proyecciones 
del paralelogramo que nos inte- 
tesa sobre los planos ACD, ECDB 
y BDN están representadas en 
el orden correspondiente en la 
fig. 246, a, b y с. Las áreas FIG. 246 
de las proyecciones son respecti- Ф 
vamente iguales а a?, ах у а? —ах, así que, en virtud del teorema mencionado, 

5% = (a? + (ax)? + (а#— ах)? = 2a? (ax 0%) 
Representando al trinomio cuadrado 12 —ах-а? en la forma 


ж\", 3, 
(+0 
hallamos (compárese con (1), pág. 47) que S* tendrá su valor minimo cuando 
x=, y el valor minimo del área es 


a 
Smn= Y 20 q A 


532. El cuadrilátero MNKL obtenido en la sección de la pirámide ABCD 
(tig. 247) es un paralelogramo, puesto que LK [CD y МА СР; por consi- 
guiente, LK || MN y, análogamente, LM || KN, 
si Z LKN =a, entonces, el área del parale- 
logramo, por la fórmula conocida, es 

S=KN-KL sen а. 
Puesto que Z LKN es igual al ángulo formado 
por las rectas que se cruzan AB y CD, el 
seno de este ángulo es una magnitud cons- 
tante para todas las secciones paralelas exami- 
nadas. De este modo, el área de la sección 
depende solamente de la magnitud del producto 
КМ. КІ. Designemos la longitud del segmento 
АК por х. Entonces, сп virtud de la semejanza 
de los triángulos, tenemos: 
KL 


CD 


5 e 


Mullipliquemos estas igualdades entre si: KN-KL= 42:60 (АР—з}х. 


Dado que ЕР es una magnitud constante, de ls fórmula anterior se des- 


prende que el producto que nosinteresa КАКЕ. adquiere su valor máximo junto 
con el producto (AD—x) х. 
Examinando este producto como el trinomio cuadrado —x14 ADx y repre- 
sentándolo en la forma А р): Ау 
AA 2): 
nos convencemos de que éste alcanza su valor máximo cuando х= Ар/2 (com- 
párese con (1), pág. 47). 


TRIGONOMETRIA 


1. Transformación de las expresiones que contienen 
funciones trigonométricas 


533. Empleando la fórmula 
оза ta +0) (02—00 b3) (а +b) (a+ 


Sab), 
obtenemos 


sens х-- со89 x= (sen? л + соз? x) [(sen? x- cos? х}#—3 sen? x cost x]= 


Р 3 
Звер x cos” x= 1 sen? 2r. 


зм, Desgnemos la parte izquierda de la identidad por S y sustituyemos 
el producto 2 соз а cos $ de la fórmula (14) pág. 79 por la suma cos (a+ B) + 
+cus{a—p) Entonces 5 se escribirá en la siguiente forma: 


$ = соз? @— соз (0-0) cos (a— p). 
Aplicando de nuevo la fórmula (14), hallamos: 


cos (a+) cos (a—P) == (cos 2w- cos 20). 


Si, ahora, sustituimos соз? а por EA definitivamente obtendremos: 
би co в, 


Jo que era necesario бешоѕігаг. 


535. Dr la lórmula 
iga+tgh 


tgla+ Ile 


se desprende que 
iga+tigp=tg а 11—tg0 tg Bl 


tale Pt (00) = — tg a tg pig tap. 
Suponiendo «л La ultima igualdad =x, В = 2А. ubtenemos la Iirmula requerida 


de donde 


536. Lencinos: 
га ү. уя 
terig (Gx) te (5+)- 


e V3—tgx. УЗ Hex 1818—1620) w 
EV dx 1—3 х1 13H 


| esplcando por segunda vez la fórmula para la tangente de la 


suma de dos ángulos, hellaremos fácilmente que 


_tgr(3—tg? x) 
A ех a 
Comparando (1) y (2), obtenemos la solución del problema. 

servación: La fórmula (2) puede ser también deducida de las fórmulas 
(7) y (8) pág. 79. 


537. Valiéndonos de las lérmulas para la suma y la diferencia de los senos, 
representamos la parte izquierda de la identidad en la forna siguiente: 


2sen Ë саз iw (+72) sen E 


cos => 


(на). 


De aquí, empleando la fórmula гага la diferencia de los cosenos, obtenemos 
fácilmente que la parte Izquierda de la identidad coincide con la derecha 
538, Utilizando la identidad del problema 537, obtendremos 


sen a+ son B-psen y= 4 sen ZEP son Bisenti ira =4 cos Xos Z cos f, 


puesto que, 


539. Valiéndonos de la identidad indicada en el problema 537, obten- 
dremos: 


sen 2na +sen 2р + sen 2ny = 
=4sen л (24 B)-sen п (8 4-7) "5сп л (y+a). (1) 
A continuación, tenemos que 
sen л (a+ В) = зеп n (ж— ү) == (—1)+! sen ny 
Transformando análogamente Jos otros dos factores en la parle derecha de (1), 
obtenemos la solución del problema. 


540. Para la demostración multiplicamos ambos miembros de la igualdad 
соз (0-8) =0 por 2sen В y empleamos la fórmula (15) pág. 79 


541. Los valores admisibles de los argumentos se determinan de la condi- 
ción de que cos со (® +B) #0. Observemos que la igualdad 
3 (+8) =2160, (0) 


que se necesita demostrar, contiene los argumentos a-f у о. Por esta razón, 
es natural introducir estos mismos argumentos en la igualdad inicial. Tenemos: 


=(0+P)—2, 2246 = (2-6) Һа. 
Colocando estas expresiones para В у 22-6 en la igualdad inicral 
3 sen =ѕеп (206) e 


y valiéndonos de las fórmulas para el senos de la suma у la diferen- 
cia de dos ángulos, translormemos la Igualdad (2) a la forma siguiente: 


зеп (a+ B) cos a= 2 cos (a+) sen a. B 
Dividiendo ambos miembros de (3) por cosa-cos {a-+8), obtendremos (1). 
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542. Todos los valores de a y Ё son admisibles, excepto aquellos para los 
cuales соз (04600 y соз = А. Observando que sena=sen(a-+B—P), 
eseribamos la igualdad inicial en la forma siguiente: 


sen (a. +-р) cos В —соз (a +B) sen B= А sen (+p). (1) 
Dividiendo ambos miembros de (1) рог соз (0-6) з 0, obtendremos que 


ig («+ P) cos B—sen P= А tg (2-8). Expresando de aquí tg (a-+B), ballaremos 
Та igualdad requerida. 


543. Es fácil comprobar que, en virtud de las condiciones del problema, 
зеп а соза созф %0, puesto que de lo contrario tendriamos que |m |< |а|. 
Por esta razón, la igualdad а demostrar tiene sentido. Representemos esta 
igualdad en la forma 


tgattgp m+n 


тї аб т—п#® % 
de donde 
евро. D 


Sustıtuyamos en la relación (2) las tangentes de los ángulos æ y a2-+$ por 
los senus y cosenos, reduzcamos el quebrado a un denominador común y eli- 
minemos el denominador común. Obtendremos: 

m [соз a sen (а +P)—sen a cos (a+ )1— 


— п (sen а cos (a+) cos a sen (2+B)=0 (3) 
o bien 
т sen ф—л sen (20:4 В) = 0. (4) 


Asi pe la demostración se reduce a la demostración de la relación (4). Dado 
que la relación (4) se cumple por las condiciones del problema, entonces tiene 
lugar (3) y, por consiguiente, también (2) 

Pero, de (2) se desprende (1), y de (1) se deriva la relación 


tgh 
Higa Itga teh 
mn ma > 
que era necesario demostrar. 

544. Examinemos la identidad 


cos (x+y +z) = cos (x+y) cos z—sen (x-+y) sen z= 
= соз X COS y COS Z— COS Z Sen х зеп y —COS Y зеп X зеп 2— COS х Sen y sen 2. 


Puesto que segíin la condición del problema cosxcos y cos 2 #0, de esta iden- 
tidad se desprende que 


cos (х4 y+z)= cos x cos y cos z (1—tg x tg y—tg y tg2—tg z tg х). 
545. Primera resolución. Según la condición del problema 
0<a<x, 0<В<я, 0<у<л y @+ф+ү=л. (1) 
Por eso, de (1) se desprende que 


o 


Por otra parte, por la fórmula de la tangente de la suma, tendremos: 


(3) 


Igualando los segundos miembros de las igualdades (2) y (3) у liberándonos de 
los denominadores, obtenemos la igualdad requerida. 
Segunda resolución. De la fórmula 


о (EEE) 
(A 


AA A 
=соз 5 cos 5 соз 2 ( tete 7 
demostrada en el problema anterior, hallamos directamente que 


аа-аа 


1-64 Ebo Z-ig 


puesto que 
а+В+ ря 
2 ES 


546. Por el sentido de la expresión que se cxamma en el problema, 
cos х cos y cos 2 Æ 0, Por esta razón, de la fórmula oblenida cn el problema 544, 
hallamos: 

cos Е t 
cos (x+y4-2) Ж 
fata PA 
textey+teytez+tezlgx=1 LOS X COS y 0052 LOS х COS y cos z’ 


Si k es impar, entonces, la expresión examinada es igual a 1 y no depende 
de x, y y z. Si k es par, entonces depende de x, y y 2. 


547. Primera resolución. HObservemos, primeramente, que tg f tg =), 
puesto que. en el сазо contrario, tendriamos que tgĝttgy=0, lo que es 
ncompalible con la igualdad tgftgy=1. Por esta razón, de la condición 
del problema se deduce que 
tgB+tey 
1—tgf tg y 
de donde hallamos que ~«=kn—P— y, es decir, que а-у л. 

Segunda resolución. En el problema 544 fue demostrada la fórmula para el 
coseno de la suma de tres ángulos. Análogamente se puede obtener la fórmula 
sen (о:-4- В 4- ү) = cosa cos $ cos y (tga +tgB+tg y—te atg p tey), 
suponiendo que cos æ cos $ cos y % 0. Por esta lórmula hallsmos que, según las 

condiciones de este problema, 
sen (0 +4 y)=0, es decir, a+P+y=ka. 
548. Designemos la suma dada por 5. Transtormemos los dos primeros su- 
mandos de Ja forma siguiente: 
E E A 
соң! AA DA лг cota T 
_cosi2x—sent2x_cost2x— sen? 0х 4 соб 4х 


a i Sr 
sen? 2х cost 2x T ara MA 


6+0=0 Bm, 


iga=— 
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Por consiguiente, 


_Acos4x 
ME 


4 cos 4r 


д sen? 4х 


(1—2 sen 4x cos 4x)= 11 —sen 8x). 


Puesto que 1—sen Ву = 2 sen? (2-е). entonces, obtendremos definitivamente: 


8 cos 4x sen? (ax) 
\ 


зеп? 4x 


549. Designenmos la expresión que se examina por 5. Transformemos los dos 
primeros sumandos por la formula (16) pág 79, y sustituyamos el producto 
соѕ с соѕВ por li suma de la fórmula (14) pág 79, y por fin, sustituyamos 
sen y por 1—cos*y Entonces, obtendremos 


S= рез 2x + соз 28) —cost y- [соз (x+ B+ соз (a—$)] cos y. 
Transformando la suma cos 2%-+cos 28 en un producto y abriendo los corchetes, 
obtenemos: 

5 =— cos (2 +6) cos (a— 6) — cos? y +c0s (04 P) cos y+ cos 1а — В) cos y. 
Agrupando los sumandos en esta expresión, hallamos que 

5 = — [cos (0 — В) — соз y] [cos (a +$) — соз ү]. 
Por consiguiente, 


S=4sen 


Ет, есин н Бы ка af, 


550. La expresión que se examina se puede transformar de la manera si- 
guiente (véase (13) pág. 79) 

1—4 sen 10° sen 70° _ 1—2 (соз 60° —cos 80°) 2 cos 80° 

— Ten TON 


Asi pues, 
An 
тетте 2917 =! 
551, En virtud de la fórmula (12), expuesta еп la pág. 79, la parte izquierda 
de la identidad es igual a 


д 3л 
2sen тузеп “у. (0) 


Multiplicando y dividiendo (1) por 2005 ¡E cos 35 y haciendo uso de la fór- 


mula para sen 2%, obtendremos: 


Pero, 
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cos ЭЛ. sen 
s еи 


Por consiguiente, la parte izquierda de la identidad es igual а е 


552. Multiplicando y dividiendo la parte izquierda de la identidad рог 2 п — 


y valiéndonos de las fórmulas que expresan el producto de funciones Irigomsw- 
Íricas por las sumas, hallaremos: 


econ 


эл E 
-sen FE psen a= son т 
7 7 


x 
¿sen 
7 
A 1 
De aqui se deduce que la suma examinada es igual a ——- 
7 


553. Empleando para todos los sumandos de lu suma 5 que se examina, al 
principio la fórmula (16), y a continuación la (17) pág 79 hallaremos que 


|+ 


П л Зд Б л\ 
+ (ко ноз gho оо од) 


g Лр ж 3л Sn 
S == g [00s q + cos g 09 g 1-05 


Las sumas entre paréntesis son iguales а cero, puesto que 


Por consiguiente, < 


554. Si en la identidad 


tg @1а (60° — а) lg (60° 4-0) = tg За. ih 
hacemos о = 20° (vease el problema 5361, entonces, obtendremos directamente que 
tg 20 tg 40" ig 80° = Y 3. 2 


Expongamos otra resolución sin emplear la fórmula (1). Transtormemos «1 parte 
el producto de los senos y los cosenos Empleando las formulas (13) y (15) pag 
79, obtendremos 
1 
sen 20° sen 40° sen Wag (сёз 20° — соз (007) sen 80” — 
¿sen 1007 4 
AS 
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Observando que 
sen 100° = sen 80°, 


hallamos. 
n20 sen ao" sen s= 3. в 
Luego, 
сов 20? cos 40? cos yoo 2321 20” соз 207 cos 407 cos 80" _, 
2 sen 20° 
En 40? cos 40° cos 80” _ sen 80" cos 80? _ sen 160* == 20° 
2 зеп 207 ТАЛЛ?  8зеп20° 8sen20” 

Ast pues, 


cos 20* соз 40° cos 80°=- 
De (3) y (4) se desprende (2). 


2. Ecuaciones trigonométricas y sistemas 
de ecuaciones 


555. La ecuación puede escribirse así: 


4 sen x cos х (sen? х— соз? x)=1 
o bien 

—2 sen 2x cos 2х == ~ sen 4x=1. 
Respuesta: 


л л 
+ 7 (k=0, 41,12 ...). 


(4) 


556. La ecuación pierde el sentido cuando х= а y im +. ра- 


са los demás valores de x es equivalente a la siguiente: 

соз x—sen x 

A 
Después de simples simplificaciones, obtenemos: 

sen x (3-+ sen 2x-+ соз 2х) =0. 


La ecuación sen 2х4-соз 2x-+3=0, evidentemente, no tiene raices, por eso, la 


ecuación Inicial se reduce a la ecuación sen x=0. 
Respuesta; х= л 


557. La ecuación se puede escribir еп la forma siguiente. 
(sen x-+cos х)? + (sen х 4-соз x)-+(cos* х — зеп? х) =0 


(sen x-+cos x) (1-2 соз х)=0. 


о bien 


Igualando cada uno de los paréntesis а сего, hallamos todas las raíces. 


Respuesta. y =— Pt, n= H pon, 


558. Escribamos la ecuación dada de la siguiente manera: 
sen х-+-1—соз 2х = соз x — cos 3x -+ sen 2x. 


840 


Después de las simplificaciones comprensibles, obtenemos 
sen x-+2 sen? x=2 sen 2x-sen x-en 2r 


y, por consiguiente, 
sen х (1-4 2 sen x) (1—2 соз 1)=0. 
Respuesta: 


asim AFI A 


559. Escribamos la ecuación dada en la forma 


п 
5 


С 
1 
сов 2e) -4s (2> 


о Мел 


@) 


Resolviendo la ecuación cuadrada (1), hallamos: 


, 

cos (э-)=—!. к 

5 

La segunda raíz de la ecuación cuadrada (1), igual а + no da solución, 
puesto que |cosa|<l. 


560. Dividiendo ambos miembros de la ecuación por 2, la reduciremus a ta 
forma 


sen 17x +sen (+3) = 
j 
de donde 
2sen (1+5) cos (8:4 ) 


En a kyin 
LN PS 


Respuesta: х, =— 
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561. La ecuación dada рам el sentido cuando соз x=0, por eso, se puede 
considerar que cos х Æ 0. Observando que el segundo miembro de la ecuación vs 
igual a Зљеп х соѕх-+3 со52 x, y dividiendo ambos miembros por cos? х, obten- 
remos: 
tg? х (tgr D=3(tgx+1), 
о bien 
itg? 1—3) (tg x+1)=0. 


Respuesta: х, =- j +n х, 


562. Valiéndonos de la fórmula para la suma de los cubos de dos números 
translormemos el primer miembro de la ecuación de la siguiente maners 
(sen x- cos x) (1 —sen x cos x)= { | 502) (sen х--созл). Pur consi 


guiente, la ecuación inicial toma la 


(gun 2) (sen x+ cos x— 1)=0, 
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El primer paréntesis по se reduce a cero, Рог eso, es suficiente examinar la 
ecuación sen x+ cos х —1=0. Esta última ecuación se reduce a la forma 


color) 


Respuesta, ху = 2k, а= 9+ 2nk. 


563. Empleando las fórmulas conocidas, escribamos la ecuación dada en la 
forma siguiente: 


coset sect r—colg? х tg? x— cos? r—sen? х= m 


Puesto que 
созеса х= 1 соіа х y sectx=14tgix, 


la ecuación (1) se reduce a la forma 
tg?x=l. 


Aps 
espuesta == Epa. 
Respuesta x== +8 3 


564. Utilizando la identidad 


E (sen E, 5) ЖК a3 
z (se Py cost)" —2sen созе 


y 
sent cost 


iransformemos la ecuación a la forma 
2_3 
EPA 
зай 


Respuesta rtta @—=0, +1, 42,...). 


565. Ulilicando la identidad, que figura en la resolución del problema 
anterior, obtendremos la ecuación 


sen? 2х--зен 2x— l =0, 


Resolviendo vsta ecuación, hallamos: 


1 
=> + 
Respuesta: х= (—1) z asn +3 
566. Uscribamos la ecuación dada en la forma 
{l 44) cos x cos (2x—a) = соз (х— а) +k cos 2x cos (х — a) (mM 
Dado yue 
cos ксоз(2х—а)=-к [cos (3x—a) ео t-al. 


cos (x—a) соз 2e= [cos Bx—a) + cos (х--а)1 


la ecuación (h bma la i 


k [cos (ха) —cos (x Ба) == cos (1—2)—cos (3х — a) 


o bien 
k sen x sen q= sen {2х —a) sen x. 2i 
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La ecuación (2) se descompone en dos: 
a) sen x=0; entonces x= іл; 
b) sen (2x—0)=É sen a; 

entonces 


a 1 a 
x= Drg arosen (ksen adt Gm. 


Para que la última expresión tenga sentido, Ё y а deberan estar enlazadas por 
la condición 
[esena|<i. 
567. Dado que los números a, Р, e y d son los terminos sucesivos de una 


progresión aritmética, entonces se puede hacer b=a =r, c=a-+2r, d=a48r 
dr es la diferencia de la progresión) Empleando la fórinula 


sen @ sen fi + [cos (a —f)— соз (a+ Bol. 


representemos la ecuación сп la forma 
cos (20 |- л) x—cos (2a-+ 5r) х=0 
o bien 
sen (да ЕЗ) x-sen 2rx=0, 
de dende 


x ka 
TE 
Las fórmulas escritas tienen sentido, puesto que 
2a} 3r=b+0>0 y г#0. 
568. Escribomos la ecuación dada en la forma siguiente: 


sen 


cost — sen? 7-4 
\ соз 


-3 
2 / 


o, después de simples transformaciones, en la forma 


х E 
sen 5 cos y 


2 2 


(6-0) (3 cost ЕЕЕ 


La ecuación 
х 


T s$ Š 
3со52 5-4-2 sen? $ Hsen cos 


es equivalente a la siguiente: 
PEE PETER РА 
21025-48 430 
y no tiene soluciones reales. 


л 
=f 422a 


Respuesta: х= + 


569. Primera resolución. La ecuación pierde el sentido cuando к==Ёл, y para 
lus demás valores de x es equivalente a la siguiente 


соз r—sen x=2 sen ?х-зеп л. 0) 
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Sustituyenda el producto que figura en el segundo miembro de (1) por la suma, 
según la fórmula (13) pág. 79, obtenemos: 


соз х— зеп х= соз Y—C0S Зх, sen x= cos 3x, 


de donde 


у, por consiguiente, 


Respuesta 
л hn 
+ 
A D 
n= Ha 


Segunda resolución. Empleando la lérmula (20), pág. 80, y suponiendo que 
зел fgx=1, obtenemos la ecuación 


1443P41—=1=0. 
Descomponiendo el primer miembro en factores, cblenemos: 
een Y DUH +y T)=0, 
de donde, 
Me 
Respuesta: 


-к. 


Чахһ= ?—1!, (ў,= 


3 


+ х= ага! Y T—1)4 dom 


x=—arctg(14 Y 2) ел. 


Observación. Las dos i¡lfimas series de soluciones se pueden escribir mediante 
una sola fórmula (2). 


570. Aplicando al primer miembro de la ecuación la fórmula (14), pag. 79, 
obtenemos: 
cos (2х— В) 4-cos В = cos p, 


соз (2x— В) = 0. 


de dunde 
Por consiguiente, 


ted y мха (5 24). 


571. La ecuación inicial se puede escribir en la forma 
sen a+ [sen (24 +) —sen (2р — о)] = зеп (q 4-0) —sen (p—a), 
o, después de simples transformaciones, en la forma 
sen с: 2 sen a cos 2 = 2 sen @-со5 Ф. 


Suponiendo yue sen а 3 0 (en el caso contrario cos es indeterminable), 
obtenemos: 

1+2 cos 29—2 созф=0, 4 соз®ф—-2созф—1=0, 
12V35 


соз == 


Puesto que el ángulo Ф se encuentra en el tercer cuadrante, entonces, cos q < 0. 
Por consiguiente, 


сф ÉS, Ez, 
572. Empleando la fórmula соз? E, escribamos la ecuación еп 
lo forma 
соз2 (к-+)-+-соз2(а—)=2а—2 
о bien 
cos 2л cos 2ra — 1, 
de donde 
а—1 
cos x= сыр. (1) 
Puesto que, por otra parte, 
y HE 
o=: Y тшд, 


entonces, de (1) hallamos que 


cotga=4 J 


De la fórmula (1) se desprende que el problema tiene sentido cuando cos ж 24 0 
y [cos 2e|B|a—11. 


573, Utilizando las fórmulas (18) y (19), pág. 80, reducnnos la relacion 


dada sen a+ cos 4=- > а la forma 


+V THe 419 9—00 V T=. 


Resolviendo esta ecuación respecto a lg, obtendrinos. 


a 3 = 
42) =-Y7-2 
(s3), ут" 


Comprobemos si satisfacen los valores hallados de «5 las condiciones del 
problema 


Puesto que 0 < 5 < 5 entonces, 


El valor 


salisface la condición del problema, ya que 2 < VT—1. La raiz 7—9 
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debe suprimirse, puesto que 


VT-2>Y 72 


574. Haciendo sen х— соз x=? y valiéndonos de la identidad (sen x—cos a)? = 
1—2sen х cos x, escribamos la ccuación micial en la forma 


244 121—13=0, 
13 y i=l. Pero, {=зепх—созх= 


L 


Esta ecuacion tiene las raices A= 
2 VE sen (х 1. Че donde |£1< VE, por consiguiente, la raiz =— 13 


puede no examinarse. Рог ема razón, la ecuación inicial se reduce a la siguiente: 
sen (5 с РНИ 
3) vz" 
Respuesta: x,=2-1 2er, la 


575 Trausformemos la ccuación dada a la forma 


2 cos" чу (2+sen х) + зеп х0. 


Utilizando la formula 2 соу? E -=1 4 cos х y abriendo los parentesis, obteneinos. 


24 21sen r-H соз x) -+ sen х-соз x= 0. 0 


Esta есішсон es del mismo lipo que la del problema 574. Sustituyendo 
хел х cos x—=f, ha спасот (1) se lleva a la ecuación cuadrada £t -+ 4-4- 3= 0, 


cuyas raices som f,- -+l y f¿=—3, Puesto que | ѕеп х--соѕх| < Y a 15 
eensción imeial la pueden satisfacer solamente las raices de la ecuación 
sen x+ cos x= —l. B 
Resolviendo la спасот (2), obtenemos: 
+ 2л, 
х= (%-Е1)л. 


La segunda scrie de raices se debe despreciar, puesto que sen х,=0 y la ecua- 
ción inicial pierde cl sentido. 


Respuesta e — y | Zka 
576. La ecuación dada pierde el sentido cuando х=, y cuando x = kie 
puede ser escrita en la forma 
соз? x+ соз? r= sen x зеп? x. 


Pasando todas las terminos de la ecuación а la parte izquierda y descompo- 
miéndolos en lactores, obtenemos: 


(соз x— sen 1) fsen? x+ vos? х + sen х соз x-4 sen x-4- соз х) 0, 


De aqui se desprenden dos, posibilidades: 
a) sen x—cos л =, entonces, 


negt (0) 


b) soni х-} cus? х-р-зеп x COS х4 sen X- COs X=: (2) 
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La ecuación (2) es análoga a la examinada еп el problema 574 y teue las 
soluciones 


a 


х= 0+ Ia 9 
Pero, los valores de х que figuran en la fórmula (4), по son rafecs de la 
ecuación inicial, puesto que, siendo х =n% la ecuación inicial pierde el sentido. 
Por consiguiente, la ecuación tiene las raices determinadas por tas fórmulas 
(My 0) 
577. Escribamos la ecuación de la manera siguiente. 
sende_sendr) _ sen 2x (sen 2x senóx, | 
соз Зи cos 2r / cos 2x \ cos 2r ` cos 3x 
Reduciendo los quebrados a un común denominador y liberándonos de este último, 
obtendremos la ecuación 
2 (sen Зх cos 24 —cos Зх sen 2x) cos 2x = зеп 2x (sen 2x sen 3x + cos 2x соз 3x) 


Pero, la expresión que figura entre paréntesis en el primer miembro es igual a 
sen x, y la que figura entre paréntesis en el segundo miembro es igual a cos x, 
Por esta razón, llegamos a la ecuación 


2 sen x (cos 2x—cos! х) = —2 sen*x=0, 
de donde х= ёл. 
578. La ecuación dada se puede escribir en la forma 


з (90525 _соз3х\ү _sen 2r , cosdr 
sendx sen3z/ cos dx ' сеп? 


o bien 
Зах _ |I 
зеп 2x sen Зх — зеп 2х cos 2x * 


Observemos que esta ccuación tiene sentido si 
жхп@х = 0, зеп3х#0, cos2rz0 
Para los valores de x, para los cuales la ecuación (1) tivne sentido, 


3 sen х cos 2х =sen Зх, 
o bien 
sen x (3—4 sen? x—3 cos 2х) =0, 
о bien 
2 send x=0. 


Puesto que la última ecuación es equivalente а la cevación зеп х —0, entonces, 
en virtud de la observación hecha más arriba, la ecuación inicial по tiene raices. 


579. Escribimos la ecuación en la forma 
6 (tg x+ cotg 3x) =tg 2x + coig Зх, 
después de lo cual la transformamos de la siguiente maita- 


ѕеп 25, Соу бд 
соѕ 2х ' sen 3х 
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o bien 
Gcos2z со5х 

соз хзеп3х соз хп Sr ° 

6 cos? 2х = cos? 

12 cost 2х— соз 2x 


Resolviendo la última ecuación, hallamos 


cos2r= LE 


E 


de donde 


D cos 21= 


F 


2 cos 2х 


Durante Ja resolución se realizó ta multiplicación de ambos miembros de la 
ecuación por cosxcos2xsen3x, Pero, es fácil ver, que para ninguno de los 
valores hallados de x este producto se reduce a cero. Por consiguiente, todos 
los valores hallados de x son raíces de la ecuación inicial. 


580. Reduciendo los quebrados que figuran en el segundo miembro de la 
cenación e un común denominador y empleando la fórmula 


as — b =(a—b) (at + 0% 4-02 -h abs 00), 
obtenemos: 


sen х со x (sen x— cos x) (sent x- sen? x cos x-psent x cos? x4- 
зел x cos? x-+ cost х) = зеп x—cos x. 
De aqui se desprende, que o bien 
sen х— соз х= 0. M 
o bien 


sen x cos x (sent х--зел5 x cos x+ sen x cos? х-- cost хеп? х cost 1) —1 


Iranslormumes, ahora, la ecuación (2), aprovechando que 
sent x- cost x= (sen? x+ cos? х)2 —2 sen? x cos? x, 
y que 
зеп? x cos x+ с05? x sen x=sen х соё X. 
Haciendo, además, en la ecuación (2) senxcosx=y, escribamos la ecua- 
ción (2) en la torma 
P—y—y+l=0 8) 
о (después de descomponer el primer miembro en factores) en la forma 
(0—1) 0410) =0 
Si y=1, cs decir, sí зеп хсоѕ х= 1, entonces, sen 2x=2, lo que es impo- 


sible. SÍ y=—], entonces, sen2r=-—2, lo que es también imposible. 
Asi pues, la ecuación (2) no tiene raices. Por consiguiente, las raíces de la 


М А л 
ecuación inicial son las raices de Ja ecuación (1), es decir, x=Z-+an. 
581. El primer miembro de la ecuación pierde el sentido cuando ¿=*kx 


cuando x= 4 ma, puesto que siendo x=2/x la función cotg ез inde- 
y > q 


2 
terminada, siendo х= (214-1) л es indeterminada la función us y siendo 
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1 tan, el denominador del segundo miembro se hace igual а cero. Sk 
х з Ёл tenemos: 


A ES 

AC E O 

TTM GA ESE 
sen cos $ 


trarios), el segundo miembro de la ecuación es igual a —2 sen x cos x. 
El primer miembro de la ecuación no tiene sentido cuando x= 


), y para los demás valores de x, es igual a 


-e 660). 
=- (2) cotg (-4)=-. 


Asi pues, six y Ал, x # F+ma ух# ++ 5 ‚ entonces la ecuación 
Inicial tiene la forma 


дот 5 
р U=, +1, 42 
—tgx, puesto que 


e (-4) te (+7) = 


= 


tgx=2sen x cos x. 
Esta ecuación tiene las raices 


E 
la y az 
De aqui se desprende que la ecuación inicial no tiene raíces 


582. Multiplicando el segundo miembro de la ecuación por sen? x-+ cos? r= 1, 
la llevamos a la forma 


(1 —a) sen? x— sen x соз x— (a + 2) cos? х == 0. 0 
Supongamos, al principio, que а з 1. Entonces, de (І) se desprende que 
cos х 0, puesto que, en el caso contrario, tendriamos que sen x= cos A 


lo cual es imposible. Dividiendo ambos miembros de (1) por соѕ х у haciendl 
Ае x=1, obtendremos la ecuación 


(I—a) P—1—(4+Y=0. 2) 


La ecuación (1) tiene solución cuando, sólo cuando, las raices de la ecua- 
ción (2) son reales, es decir, cuando su discriminante es 


0, 
о 


D=—4a 404-90. (3) 
Resolviendo la desigualdad (3), hallamos: 
10 0— 
АК o a 


Sean fı y ta las raíces de la ecuación (2). Entonces, las correspondientes solu- 
ciones de la ecuación (1) tienen la forma 


x=arctgl+Ra, x=arclgf,4-kn, 
Examinemos ahora el caso en que a=1, 
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En este caso, la ecuación (1) se езсгїһє en la forma 
cos x (sen х-+-3 cos x) =Ü 
y tiene las soluciones siguienles: 


хл, ra= агсів 3A ea. 


583 Empleando las fórmulas 


Е 2 
sat sit | айуу ЗЕЕ 

y hacienda cos 2). escribamos la ecuacion dada еп la forma siguiente: 
PG + 40t—3=0, m 


La ecuación писта! lendrå solución solamente para tales valores de а, рага lus 
cuales las raives 4, y fa de la ecuación (1) sean reales y, por lo menos, una de 
«stas raices, pur su valor absoluto, no sea mayor que la unidad. 


Resolviendo la ecuación (1), hallamos: 
nes 2 ИУ t=342 VIT. 
Por consiguiente, las raices de la ecuacion (1) son reales si 
[als ИЗ. (2) 


Si se cumple la condicion (2), entonces „> 1, y por esla razón, esta raiz 
puede ser despreciada, De este modo, el problema se reduce a la determina- 
cion de ayuellos valores de a que satisfacen la condición (2), para los cuales 
1, | & 1, es decir, para los cuales 


-IR ar (а) 
De (3) hallamos que 


—15-2V3 у 
de боті 


2>VI= > 1. Г] 


Puesto que la desigualdad 2= Y ё se cumple siendo Ja] < Y 
el sistema de desigualdades (d) se reduce a la desigualdad 


Väl, 
de donde hallamos que |а| < VÈ 


Asi pues, la ecuación inicial es soluble si |а} pË, y tiene la solu- 
cion 


t= t q arccos 8—2 IZ) а. 


584, Transtorinemos la eena 


фп dada, multiplicando ambos mienibros por 


32 seu ЭХ Empleado unas cuantas večes la fermula sen а cos ж = -у sen 24, ob- 
tendremos: 
sen 22 eme = 
EN 31 
о Шеп 
33 
sen 95 суз $ лл =. @) 


2 62 


De aquí hallamos dos series de raíces: 
з 


n=n n= 


J+) (т=0% +1, +2 .-0А 


Puesto que durante la resolución se realizó la miltiplicación de ambos 
miembros de la ecuación dada por el factor 32 sen FE, 
cero, la ecuación (1) puede tener raíces ajenas рага la ecuación inicial. Seran 
raíces ajenas únicamente las raíces de la ecuación 


que puede reducirse a 


2) 


que no satisfagan a la ecuación inicial. 
Las raíces de la ecuación (2) se dan por la fórmula 


x=3lk (4=0, +1, +2...) (3) 
y, como es fácil ver, no satisfacen a la ecuación inicial. Por esta razón, de la 
serie hallada de raíces de la ecuación (1), deben ser excluidas todas aquellas 
que tienen la forma (3). Para las raíces de la primera serie esto conduce a la 


ecuación 2n=3lk, que es posible solamente para los valores pares de №, es 
decir, рага 4=21 y n=311 ((=0, 4-1. 2, ...). Para las raices de la segunda 


serie análogamente obtenemos la igualdad абл) =318 о bien 214-1 = 33А, 
que es posible únicamente cuando k es impar, о sea, cuando k=241 y 
n=331 +16 ((=0, +1, +2, ...) 
Así pues, las raices de la ecuación inicial son: 
x,=2n, donde n #31, 
F Onn, donde n 2 33l -+ 16. 
585. Escribamos la ecuación de la manera siguiente: 


ч 


| 1=0, 1,42%... 


1 ҮЗ П 
т cos 7x4 sen х= Ў cos 5-чу sen 5л, 
o bien 
sen $ cos Tacos sen x= sen у cos бл - соз < sen 5x, 
es decir, 


son (4 5) =ха (4- 


Pero, зеп о =sen В cuando, y sólo cuando, o bien a—ĝ= 2a, о bien 2+P=> 
= (пф) л (e, m=0, +1, +2, ...). Por consiguiente, 


po 
FAN 2 
o bien 
+ [7к---у-+-5х= (2m ¿Da 
Así pues, las raíces de la ecuación serán: 
z= 2i 1), 
(k, m=0, 21, +2,...). 
=Z m+ 1) 
ер 
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586. Puesto que el primer miembro de la ecuación es igual a 
2— (7 + sen 2x) (sent x—sent х) = 


=2—(7 sen 2ú sen? xeos? x=2—(7+5en 24) «y sent 2e, 
haciendo £=sen 2х, escribamos la ecuación en la forma 
P+TA8=0 w 


La ecuación (1) tiene la raz evidente /, Sus otras dos raices se hallan de 


Ja veuación 


а-ы --8-а0, @ 
Estas raices son iguales a 


44242 y —1-2V2 
Ambos estos vulures se pueden despreciar, puesto que en valor absoluto son 
mayores que la unidad. Por consiguiente, las raices de la ecuación inicial son 
las raíces de la ecuación sen 2x=1. 


Respuesta. x= E ka. 


587. Se pude considerar que a?31% = 0, puesto que, еп el caso contrario 
Ја ecuación toma la forma c=0 y no permite hallar senx у cosx. Es cono- 
idas que si 0-02 30, entonces, siempre existe un ángulo q, 0< $ < 2л, 
tal, que 

b 


a 
vago Var 


Diviiundo esta ecuación miembro a miembro рог V IFE y utilizando (1), 
obteneutos la siguiente ecuación equivalente: 


moa » ©о5ф== 10) 


раг. о 


Puċsto que 


lempre |sen(x4+4)]< 1, esta ecuación tiene solución si, y sólo 
si, le |< Иа о si e < 24-02. Esta es precisamente la condicion de re- 
solubilidad del problema. A continuación, hallamos: 


- Иатиа 
cos rd 4)=k rm лус (3) 


Observando que 
seña = зеп (x-+ q —q)=sen (x+) cos q —cos (++p) sen q, 
соз х == соз (х +4 — $) == соз 1х +4) соз P+ sen (2-4 q) sen Ф, 


y enlocando (21 y (3) en la parte derecha de la expresión (1), definitivamente 
oblendrenos dos soluciones: 


к-вүауы-—а 


a) senx= ч Ў 

aria, 

osis ЖЕКЕ О, 
тиса 

Б тх ХОРНИ 
ыа 
Еа А ав 


КЕЧ 


588. Observando que (bcos х--а) (bsen ха) &0 (en el caso contrario, la 
ecuación pierde el sentido), nos liberamos de los denoinimnadores, Como resultado 
obtenemos: 


аф зеп? x + (a? + 03) sen х +ab=abcos? x- (а? +b?) соз x Бар, 
de donde 
(a? +62) (sen x—cos х) —ab (sen? x— cos? х) = 0, 
y la ecuación se descompone en dos 


13, senx=cosx, de donde x=F ka 


att 


®. sen rHeos == 


ари 
Pero la última ecuación по tiene soluciones, puesto que >» mientras 
que 
1 1 Е е, 
үч аву ma 
[sen x+c0s х |= VE |х y ГЕЯ | ү? [sen (+3)]< yZ 
Respuesta: х=. 


589. Valiéndonos de la identidad 


з 
онх (езш) 163 cos 2r-+3 cos? 2r- оор) 
y de 1а fórmula 


соз бх= 4 соз% 2х—3 соз 2х (véase (8), pág. 70%, 
llevamos la ecuación a la forma 


4 cos? 2x 4-5 cos 2x- 1 =0. (1) 
De (1) hallamos que 


(052) == 1, (cos q. 
Respuesta; Р 
za (+++) n 


a=+4 arccos (4) 


590. Empleando las fórmulas 


snam =? y cos %a=2costa—i, 


representemos la ecuación en la forma 


(1— соз 24)? 4-3 cos 25-2 (2 cos? 2x— 1) 10, 
o bien 


de donde 


7 cos? 2x—cos? 2x=0, 


12 m 2566 253 


591. De las iórmulas рага sen3x у cos3x, hallaremos: 


cost у 053143 008 ЕЕРЕЕ 
cost z= ‚о s= Ё 


1 1 
Por consiguiente, la ecuación se puede presentar en la forma 


соз 3x (cos 3x+3 cos х) +-хеп Зх (3 sen х— зеп 3х) = 0, 
o bien 
3 (cos Зх cos x- sen Зх sen x) + cos? 3x—sen* 3x=0, 
o bien 
3 соз 2х + соз 6x=0. 0 
Pero, puesto que 


de donde 


592. Utilizando la identidad (sen? х + соѕ° х)? = І, obtendremos: 


1 
sent x+ cost xa 1—- sent 2x, 


de donde 


А I 17 
sent xp cost (1—-р sentia) q sent 2 


8 32, 
¡sen EL 217, зепе 2—8 зеле 20-180, 

E 32: 4 

Resolviendo la ecuación bicuadrada obtenida, hallaremos; 

7 П аул 
йа > а. р 
хп? 20—42 7, юп 2=-т, 2 THT 

de donde 


593. Sustituyendo sen? х y cos? х por 


i y LEOS respectivamente, 


escribainos la ecuación en la forma siguiente: 


1—соз 2х\® | f 1+cos 2x)? 29 
(= Жу, 1699825 


о bien 
(1—соз 2x)’ -4 (1 -+ cos 2х)# = 58 cos! 2x. 


después de simples transformaciones, obtenemos la siguiente 
respecto a y: 


24—10: —1=0, 
ү: 


Esta ecuación tiene solamente dos raíces reales: yı = + 7. Por consiguien- 


Haciendo cos 2х== 
ecuación bicuadra 


80840), donde 0—0, El, +2 - 


le, соз 2x= £ zm. de donde x 


зм 


594. Valiéndonos de la identidad obtenida еп el problema 261, escribamos 
la ecuación inicial en la forma 


(sen x-+sen 2x) (sen 2х +-sen 3x) (sen x-+sen 3x)=0, 
o, después de descomponer las sumas de los senos en factores, en la forma 


зх Sr + 
sen yy зеп 2х sen т> COS x соз! 7 


Igualando cada uno de los factores a cero, obtendremos cinco series de solu- 
ciones 


+1 
9:15) xm(20,41)a, 
donde ny, Mz, ла, Ma Y п son números enteros arbitrarios. 
Observando, que las soluciones de las series 4) y 5) se contienen en la 
serie 2), definitivamente obtendremos las siguientes tres series de soluciones 


Dilo Dima, 


donde лу, л, y лз son números enteros cualesquiera. 
595. Primera resolución. Cuando n=] la ecuación se transforma en una 
identidad. Si л > І, entonces, de la identidad 
Le (sen? v- cost aye ent y) sen? wen xeos? x4... 
thata) sen? x cos? i-r- сов" у, 


en virtud de la ecuación dada, obtenemos: 


п 
( 1 sen w-d rcot х--... + (ж) sen? у 052 7-9 y =0, 


Dado que ninguno de los sumandos es negativo, entonces, o bien sentx=0, o 
bien cost x=0 y х= 

Segunda resolución. Es evidente, que la ecuación se satisface si х toma 
valores múltiplos de <>, es decir, si x= Ё {k es un número entero). Demos- 


tremos que la ecuación 
sen?" x | cos 3 y=] 


no tiene otras raíces. Sea Aris entonces хоп? ху < 1 y cos? xo < 1, de 
donde se desprende que para n > 1. tendremos que sente xy < sen? хо y costx,< 
< cos? x y, por lo tanto, 

sen?" y, + costa хо < sen? xy + cos? xami. Con esto el problema queda Че 
mostrado. 


Jay la 


я % 
entonces, 1-7 


“Зл 
=л—3 (1 


ecuación toma la forma 
sen 3y=2sen y. 
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Соп ayuda de la fórmula (7), pág. 79, la última ecuación se puede escribir asf: 
sen y (4 sent y—1)=0. Mm 
La ecuación (1) tiene las siguientes soluciones: 


т=п, GEA A Ea 


Volviendo al argumento x, por la fórmula E definitivamente: obten- 


dremos tres series de soluciones de la ecuación inicial 
n=% an, n= PHI E 
Зл 
00 ла 


597. Puesto que | соѕа |< 1 y sena =—1, entonces, 
| cos 4x— cos 2х | < 2, sen3dx+5>4. 
Asi pues, el primer miembro de la ecuación no sobrepasa de 4, el segundo 


miembro no es menor de 4. Por consiguiente, | сов 4x—cos 2r]= +2 (y, enton 
ces, o bien cosáx=—1 y соз дуе, o bien соз4х=1 y cose —]) y 
Sen 3г= —1. Examinemos los casos posibles, 
а) cos 4х= — l, 
cos e= l 
зел3х= — l, 
No hay raices comunes. 
b) cos4x=1, 
созк —1, 
ап —1, 
Las raices comunes som 
1 
(2) а т=0, 21,42... 
58. Translormemos la ecuación а la forma 
ах AO 
Vi УУ ns" 
жү_ 1 
sen (+5) == 
o bien 
sen (++) =! w 


Puesto que |ѕепа|< 1, entonces, (1) tiene lugar, si, o bien 


sa (+ =-1 y sn2%=-1, 


o bien 


Pero, las dos primeras ecuaciones no tienen raices comunes, y las dos segundas 

М л Т „ 
ecuaciones tienen las raices comunes x= +%n, Por consiguiente, la ecuación 
dada tiene las raíces: 


л,» 
+. 


599. Dividiendo la ecuación dada miembro a miembro ри 2 y obser- 
vando que 
П a 


2 y 


obtendremos la ecuación equivalente 


sen (++) зеп4х= 1. 
La última igualdad es posible solamente en el caso cuando 
sen (4) -+ 1 у зпах= +1, 
de donde 
х= 30 gtm y z=} (+ Зла), 


donde п у т son números enteros, Igualando ambos valores entre sí, después 
de "simplificar por л, obtenemos la ecuación 


1 1 l om 
-тё тие +, 
о después de la multiplicación рог 24 
12m—48n = —8 + 9. 


Para cualesquiera valores enteros de т у л, la parte tequierda es un número 
entero раг, y la parte derecha, un número impar (1 6—17). La última igual- 
dad, para valores enteros de m y n, es imposible, lo que habia que demostrar. 


600. Primera resolución. El problema es equivalente а! siguiente: ¿qué va 
lores puede tomar la función А = sec x+cosec х, si el argumento x varía en los 


límites de 0 < x< $? 
Examinemos la función 


І 2 1 
ds A жЕ ин 
* ме y соз ТЕГИ атт 


2221 Е за. 4 
еп? х соз? Sta xcosx sen? ata 4 


Cada uno де los sumandos que tiguran en la parte derecha, al aumentar х 
desde cero hasta 5 se porta de la siguiente manera” al principio disminuye 


desde +o hasta 4 (cuando o< :<3) y luego aumenta desde 4 hasta + о 
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к я х РЕТИ 
(cuando Fx < Я), para x=“, ambos sumandos adquieren simultánea- 
mente sus valores mímunos, por consiguiente, también la suma tendrá sus valo- 


res mínimos cuando x= Al mismo tiempo, 12=8. Por esta razón, si 


5. 
Dex< E entonces, А2228, y puesto que secx y созесх en el primer cua- 
drante son positivos, entonces, 1>2W2. La gráfica 
de la función A (х) se muestra en ја fig. 248. 


Segunda resolución. Observemos en seguida que debe- 
mos limitarmos а examinar solamente los valores positi- 


vos de A, puesto que siendo O< x< Ea las funciones 


secx y cosec x son positivas. Transtormando la ecuación а 
la forma 
sen х-} соз х= А sen x cos x, 


elevemos ambos miembros de esta ecuación al cuadrado, 
como resultado obtendremos: 


145 sen x cos х =À? зеп?х cos? х. 
Haciendo, ahora, sen 2х = 2, tendremos: 
M2—42—4=0, 


0 


Puesto que por la condición del problema 0 < х <<, entonces z=sen 2x > 0, 
y debemos tomar en la igualdad (1) el signo más, es decir, 
24+ VI 
A. 
Si ahora conseguimos ѕаќіѕіасег la desigualdad 


24 VIENE 
ил. 


=1, @ 
entonces, la ecuación 


mozo tE VERA 


3. Esto último satisfará también a la 
ecuación inicial, de lo cual es fácil convencerse. Si no se satisface la desigual- 
dad (2), no existe la solución necesaria, Así pues, el problema se ha reducido 
а la resolución de la desigualdad (2). Liberando esta desigualdad del denomi- 
nador, obtenemos fácilmente que A>2 Y 2. 


tendrá una solución x tal, que 0<x< 


601. Del sistema dado obtenemos directamente que 


x+y=km,  x—y=Íx 
De aqui 


Segùn la condición del problema 0<k+1<2, 0<#—1< 2. 
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A estas: desigualdades las satisfacen los siguientes 3 pares de valores de 
f 


*у 
De Yé=1 l=% 
3% Vr, i=l; 
5) k 
Respuesta: 0; ау: 


TO, зл; мел H=} дп, pen 


602. Transforiiemos el sistema а la forma 


sen x= [sen x sony, i 
cost x= 1 + eos х cos Ya } їп 

Sumando y sustrayendo las есиасїопез del sistema (1), obtenemos el sistema 
соз 2x— cos (r+ 4) =0, 
14005 (х=й =0. } e) 


La primera ecuación del sistema (2) se puede escribir así: 


cos 2x—cos (x+y) 2sen EX) ерды 


Si зеп(х—у)—(, entonces, а—у-=Ёл. Pero, de la segunda ecuación del sis- 
tema (2) hallamos: 

cos (0—0) ==, x—y= nyha 
Por consiguiente, en esle caso, teneinos una cantidad innumerable de soluciones: 
xy: nj la. 


Si sen шо, entonces, 3x+y=2ka. Pero x—y—(2n+1)0. Por 


М 
consiguiente, 


Ен 1 Ра 0-26 


803, Elevemos ambas ecuaciones al cuadrado, sumémoslas miembro а miembro 
y hagamos uso de la identidad 


sent x+ cos" x= 1 sent 2x 


{véase el problema 533). Obtendremos: sent2x=1. 51 «wn2x--1, entonces, 


o bien х= +, o bien х=+@-+1) л. En el primer caso, del sistema 
1 


inicial hallaremos que sen g= cos y =—— y en el segundo caso, sen y = cos y= 


ү? 
--7 2 - Análogamente se examina el caso cuando sen 2x =—1. 
Respuesta; AS Y = 


л 
++ Da 


a 
aq tA+a Ya 


А За |, 
э=үтФп, n= tn 


3 
фано), mia 1 Ьл. 


604. La primera ecuación se puede escribir en la forma 


sen (х 4-0) = соѕ x cos y= 
Por consiguiente, o bien 


хъу= +%%a, o 
o bien 
х+у=—{+@+1л. B 
Transformemos la segunda ecuación del sistema inicial de la siguiente manera: 
cos (x+y) +cos (xy) = И. 


De щш 4 
соз(х—0)= И ®—соз(х--у). (8) 


Si tiene Jugar (1), entonces соз eZ, y de la fórmula (3) hallamos: 


cos (х= Ai y yá Ил. 
51 tiene lugar (2), entonces aset- YE y suya k, lo cual, 


es imposible, 

Así pues, para la determinación de x е y hemos obtenido el sistema de 
ecuaciones 

хун tam н 

(4 

х-у= + р+йп 


En concordancia con la elección del signo en la segunda ecuación del sistema (4) 
obtenemos dos series de soluciones: 


+4 п=@—)п 


м=0+0а, а-а. 
605. Dividiendo miembro a miembro la primera ecuación рог la segunda, 
obtendremos: И 
азана. d) 


Sumando esta ecuación а la primera y sustrayendo de (1) la primera ecuación, 
obtendremos ца sistema equivalente al inicial 


соз (xy) = 


| 

| Н 

созу ==. 
юу | 
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de donde 


х—у= + {+ п, 


1 m e) 
тузі" 


En concordancia соп la elección de los signos en la ecuación (2) obtenemos las 
siguientes cuatro serles de soluciones: 


x+y= + arccos 
} 


СЕЕ арар 


и=й—® at arccos 


1 
-7 агссоз 
2 22 


Я 

л 
b) = 0404 + 
л 


1 П 
UM aty arccos mrt g3 


1 л 
9 x= (k+) п arccos he 


2 2 

1 y л 
Ya=(U—k) 4—-у arccos -5 
каара ya 3 


П 
d) хат @-Ел— g arccos > y 


1 1 л 
= (1—0 л —-, arccos т. 
һь=й—Ююл—-у EMO 
608. Transformemos la segunda ecuación a la forma 
1 
glosy) + cos (х Иа. 


Pero, puesto que x-+y=4, entonces, cos(x—y)=22—cos ф. Oblenemos el 
sistema de ecuaciones 


4 y=G, | 
x—y= + arccos (2а — соз q) + kn. 
Respuesta: 


=f du F arccos (Фа — соз Ф) ex, 


у =$ F + arccos (2a—cos q) —ka, 
con la particularidad de que а y q deberán estar enlazados por la condición 
|2a—cos p |< 1. 


607. Puesto que el primer miembro de la primera ecuación del sistema no 
supera a la unidad, el sistema puede tener solución solamente cuando a=0. 
Suponiendo que sea 2—0, obtenemos el sistema 


sen x-cos 2y=1, } 


соз x-sen 2y=0, 


@) 
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De la segunda ecuación del sistema (1) se desprende que, o bien cos x=0, 
o bien sen2y=0, 51 eosx=0, entonces, рага а=, de la primera 


ecuación hallamos que y=ax, у раа э=— Hn oblenemos que 


+ Ìm El caso sen24=0 no da nuevas soluciones. Asi pues, el sistema 


de ecuaciones es soluble sulamente en el caso en que a=0, y tiene las dos se- 
ries de soluciones siguientes 


черта, mas, 
n=- 5408, n= La 


808. Obseruemos que cos y no puede ser igual a cero. En efecto, si cos y=0, 
entonces у= ул y 


cos Y 
sna 


cos (x— 2y) = cos (х — 7) = 

sen (х— 24) = sen (x—a) 

Pero, senx y cosx no pueden ser al mismo tiempo iguales a cero, puesto que 

sen? x-pcosY1 = 1. Es evidente, que а =O (en el caso contrario, cos (x— 2y) = 
=- sen (x— 24) =- 0). $ 

Dividiendo la segunda ecuación miembro а miembro рог la primera (en 

virtud de la observación hecha más arriba, tal división es posible), obtendremos: 


n YT Hen (0 


1а 0—20) 


Examinemos dos casos 
а) k es un número par. En este caso 


1 r 


acosty, esy= Y ——=0 


cos (r—2y)= 


T 
ay? 


y 
y= + arccos | 2ma 
Colocando este valor de y en (1), obtenemos: 


+ 2 arccos Айта 


b) # es un número impar. Entonces, cos (x—24= 


y = 1. arccos (—A) + 2ma. 
De (1) hallamos 


+ 2arecos (—2) тА a+. 


El sistema es soluble cuando a >= 
ү? 
609. Elevando las relaciones dadas al cuadrado, obtendremos: 
sen? x-+2sen x sen y+ sen? у= a”, @) 
cos? х-+-2 сов x соз y + cos? у= @ 
Sumando y sustrayendo (1) y (2) miembro a miembro, hallaremos: 
242005 w — ui =at- b, a 
cos 204-005 2y +2 cos 4-0) =0 at, w 


La ecuación (4) puede ser transformada a la forma 


2 соз (x+y) [cos (x—y)+1]=0*—a%. (5) 
De (3) y (5) hallaremos: 
(3) y (5) halare: Pa 
соз (+) =p 


610. Valiéndonos de la fórmula 
соз 2х-- соз 2y=2 cos (x+y) cos (x—y), 
escribamos la segunda ecuación del sistema en la forma 
4 cos (x— y) cos (x+y) = l +4 cos? xy) 
El sistema inicial puede ser sustituido por el siguiente equivalente: 


4 соз а соз (x+y)=1=+4c08*%, | @) 
—y=0%. ї @ 
Comparemos ambos miembros de la ecuación (1). 
Tenemos: 


14 cos -cos (x+y) |& 4] cosa]. 
Por otra parte, de la desigualdad (1 +2cosa)?=œ0 se desprende que 
4|c0s 2114-4 сов? a, 


con la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar sulamente en el 
caso en que 2|cosa[==1. Por consiguiente, el sistema (Í)—(2) puedo tener 


Н ! 
solución solamente con la condición de que [cosa |. 


Examinemos dos posibilidades: 


De (1) hallamos que cos (x-+y)=1, es decir, 
х+у= 2. e) 
Resolviendo el sistema (2) — (3), obtenemos: 


a 
=н, ил Б 


b) cos am =p. 


Actuando análogamente, hallamos: 
/ 1 1 
aja в=(#+т)л-{- 


вї1. Este problema es análogo al anterior. Expongamos, sin embargo, una 
resolución un poco diferente. Empleando la fórmula (14), pág. 79, represente- 
mos la primera ecuación del sistema en la forma 


Acos? (x—y) + 4 соз (1 + y) cos (x—y)+1=0 
Haciendo cos (х— 0) = y valiéndonos de que хуа, obtendremos la ecuación 
44441 cosa+1=0. (1) 


Esta ecuación tiene raices reales solamente соп la condición de que 
D=16(c0%4—1)=>0, es decir, cuando |соз@|=1. Examinemos dos casos 
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posibles: cosa=1 у соза= —1. Si соз @==1, entonces, de (1) se desprende que 


{= cos (x— y) = 


Obtenemos el sistema 
2 
—y=4 3 1+2a, | 


х+у=а 
del cual hallamos que 


а= +++. FS 


Si cos 2=-—!, entonces, actuando análogamente, obtendremos: 


2,12 yA 
EN еу E 


612. Ехатіпетоѕ la primera ecuación del sistema. 
En virtud de la desigualdad (1), pág. 22, tenemos que 


1 
[etala 


con la particularidad de que el si de igualdad tiene lugar solamente en el 
caso en que lgx=1 y tgx=—1. Puesto que el segundo miembro de la primera 
ecuación satisface la condición 


кебе 


la primera ecuación del sistema puede satisfacerse solamente en los casos 
siguientes: 


a tgr=l, b) tgr=—!, 
sen(y+ sen (+7) =. e) 
El sistema (1) tiene los soluciones siguientes: 
пеи + o) 
y el sistema (2), las soluciones 
а= ть n= E дя. 15) 


Es fácil comprobar que las soluciones, determinadas por las fórmulas (3), no 
satisfacen a la segunda ecuación del sistema i y las soluciones obtenidas 
por las fórmulas (4), satisfacen a la segunda ecuación (y, por lo tanto, a todo 
el sistema) solamente en el caso en que sea т un número impar. Suponiendo 
en (4) que sea тї = 24-1, escribimos las soluciones del sistema inicial ел la forma 


х= Зл, 
4 
3 
›=-үл+?лп. 
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_ 613, Observemos que cosx #0 y cosy #0, puesto que, en el caso contra- 
rio, la tercera ecuación del sistema no tiene sentido. Por csta razón, las dos 
primeras ecuaciones pueden ser transformadas a la forma 


(a—l)tg?x=1—b, (1 
6—1) 820=1-—а. (2) 
Pero, a # 1, puesto que si a=}, entonces, de (1) tendremos que lo que 
contradice а la condición а %b. Análogamente, si b=l, entonces, también 


Por consiguiente, (1) puede ser dividida miembro а miembro por (2). 
diéndolas, obtendremos: 


(Ey (= з 
[ГТ] т-а] 
Convencémosnos, además, de que а # 0. En electo, si a=0, entonces, de la 
segunda ecuación tendremos que sen y æ 0, y de la tercera tendremos que 6=0, 


es decir, que a=b-=0, lo cual es imposible. 
En virtud de esta observación, de la tercera ecuación podemos hallar que 


(87-6 


(a) -GE 


, entonces a+b=2ab. 


Asi pues, 


b 


йы 
а 


1—@ 


Respuesta: a-+6=2ab. Рага а %b, esta condición es suficiente para la 
solubilidad del sistema. 


614. La segunda relación, en virtud de la primera, se puede escribir asi; 
Азтв Волф 
соза cosp 
о bien 
зеп В (А cos В — В cos а)=0. 


Esta relación puede ser cumplida cuando зеп р = 0 у. entonces, también sen @ = 0, 
соз B= + 1, cos e=- 1, o bien cuando А cos В— В соз a=0. En este último caso, 
obtenemos el sistema 

sena=A senp, w 
Acos$=Bcos a. | 


Elevando cada una de estas ecuaciones al cuadrado y haciendo las sustituciones 
рог las fórmulas sen? a=1—cos* а y cos? В = 1 — зеп“ В obtendremos cl sistema 


cos? a+ A? зеп? В == } о 
B? соз? a+ A? sen? {= А?. 


De aquí, costa y зеп? ĝ® se hallan de la única manera cuando, y sólo cuando, 
АЧА — B7) # 0; en este caso 


TZAT 
osast Y ¡0 
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Examinemos los casos particulares, cuando A? (1 — 8°) := 0. Si А -= 0, entonces, 
de (1) obtenemos que cosas 2+l y en este caso cos +1, senf queda 
indeterminado. Si Bi=l, Сс. Че (2) сор que А? y las ecuacio- 
nes dadas no contienen los parámetros A y B; por eso, la tarea de expresar 


cosa y senf en función de A y В pierde el sentido. 


615. De la segunda ecuación deducimos que 


sen x= sen (т-®). 
у, por consiguiente, о bien 
0) 


o bien 
=Y-F +0 ln 0) 


Diriguiéndonos а la primera ecuación del sistema dado, еп el caso (1) hallamos: 


а 
«лыу 1680 о E Y. 


Resolviendo la ecuación bicuadrada, obtenemos que tg y= + 5. En el segun- 


do caso, introduciendo х de la fórmula (2) en la ecuación lgx=1g* y, nos con- 
vencemos de que no existen raices reales Asi pues, 


шу у х= ў-%у+9ю, 
de donde 
1 а П 
na x = +2 arctg >>-21n 
2 2 ү? 
y 
иат ztn, а-аа у 
о bien 
= —агев 1 Еол, 
азары Л 
1 
=arclg Ena 
ГА сут 
y 


1 
5+ 2arct 2m2, 
4 =7+2arctg yi” 
1 
=—atetg лл, 
Ya del ла, 


donde т у л son números enteros cualesquiera. 


616. Transformando ambos miembros de la primera ecuación, obtendremos: 


2sen E (cos E > -cos 0) mo. 
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Esta ecuación se satisface еп los casos siguientes: 


19. x=—y+?2%n 
2. y=2lx, х ез пп número cualquiera 
39 x=2mn, y es un número cualquiera (т. 


La relación 19 es compatible con la segunda ecuación del sistema |x] +[y]=1 
únicamente con la condición de que b==0; en cfecto, de 19 se desprende la 


desigualdad 
1х|+1#12>21*1л, 


la cual, con la condición de que sea |x]-+]y 
caso en que sea k=0. 
Resolviendo el sistema 
к= 


es posible solamente en el 


IxH+lyi= 


hallamos dos soluciones: 


Ва! ж эдш 1 

a=g меу Уз атт 

Razonando análogamente en los casos 20 y 3°, hallamos dos pares más de 
soluciones: 


n=l, n=0 x= y=0 
y también 
%=0, y=l x=0 p=]. 
Asi pues, el sistema examinado en el problema tiene las seis soluciones indi- 
садаз. 


617. Elevemos ambos miembros de cada ecuación del sistema al cuadrado 
y, sumando las igualdades obtenidas, tendremos: 


sen? (y —3x) + cos? (y —3x) == 4 (sen' х +. со% x), 


es decir, 
sent xp cos, в 
Examinemos la identidad 
sent r+ cos x=1 -4 sen? 2r, B 


demostrada en el problema 533. 
Comparando (1) y (2), hallamos: 


snel, ел2 41, 


=! +2, 


хед n+) (л=0, 


Multiplicando entre sí las ecuaciones «tel sistema dado, tendremos: 


sen (y —3x) cos (y —3x) == 4 sen” « cos? x, 
es decir, 
sen 2 (y —3r) = sen? 2r. 
Pero, sen2x= +1, por eso, 
зеп 2 (0 Зх) = +1, 


а-а Ол) (m=0, +), 22 


Por consiguiente, 


Зл л 
q 21+) + От) 


Durante la resolución del sistema se realizó la multiplicación de ambos 
miembros de las ecuaciones por expresiones que contenian incógnitas, por eso 
es posible que se hayan obtenido soluciones ajenas. Comprobemos si todos los 
pares de soluciones obtenidos de x e y son soluciones, Deberá ser: 


зеп а От 0) 62 2 F (24 » 


cos 5. (2m41)=2c05* 2 (2n+1), 


o, suponiendo que 


a 1 лт 1 лт 
каф 008) q se trar 


л 1 лт 1 ат 
жр ea ad 308 ye үз 


y haciendo una sustitución análoga еп la parte derecha, después de simplificar 
por el factor constante, obtendremos: 


am хт лл any? 
ипе Pe (sen cos TE ) 4 


m Л (соз б зеп 2")? 
cos Z — sen ta ( cos T — sen ZEY’, 


Puesto que la base de la potencia en la parte derecha de estas nuevas igual- 


dades puede tomar para los valores enteros de n solamente los valores 0, +t, 
—1 y estos valores no varian al ser elevados a la tercera potencia, entonces, 


а вай (sen BE кз) 


2 
am a (соз 97 aN 
e к Жайы 2 =( E sen 7)' 


de aquí obtenemos 
л л a л 
2 E 2 7 


Š m+ sen o n=c08 5 n— cos 
түн sel 7 DA gm 


Sumando y sustrayendo estas últimas relaciones, obtendremos: 


л а 
зеп 5 m—sen $ 


q men a=0, 


a a 
cos 7 A cosg m=0, (3) 
o bien 


sen 2 (m—n) cos 2р (m-ra) =0, 


л a 
sg (т—п) sg (ш-+Ел}=0. 


Puesto que 
cs Fimen y зеп 2. (тл) 


по se reducen а cero simultáneamente, el sistema obtenido es equivalente a la 
ecuación 


sen q (m—)=0, 
de donde 
m=a=4% (k=0, 21, 42 ..). u 
Asi pues, los pares de los valores de x e y obtenidos 


Feet g= Фп nt 


х 


dan las soluciones del sistema cuando, y sólo cuando, los números enteros л y 
m están enlazados por la relación (4). Por consiguiente, 


(a+ 1), 


B 022+ )+2 (2-48) + Пл [2 (2-4) 1). 


Pero, п-ЕЁ es un número entero arbitrario. Designándolo por р, tendremos 
definitivamente que 


х 


т 0111). #=л@р+1) (n, p=0, +1, +2, ...) 


618. Elevando ambos miembros de la primera y segunda ecuaciones al 
cuadrado y escribiendo la tercera ecuación en la forma inicial, obtendremos el 
sistema: 

(sen x+sen y)? = 402, 
(cos x+ cos y)? = 462, @) 
ех. у= с. 


Buscaremos las condiciones que deberán satisfacer los números a, Б, с, рага 
que el sistema (1) tenga por lo menos una solución. Puesto que el sistema dado 
lo sustituimos por el sistema (1) no rs hace falta demostrar que, para 
unas mismas condiciones impuestas a los números a, b, с, ambos sistemas tienen 
por lo menos una solución. 

Si el sistema dado tiene solución para ciertos valores de a, b y с, entonces, 
es evidente, que también el sistema (1) tendrá solución para los mismos valores 
dea, b у с. Es justa también la afirmación inversa si el sistema (1) tiene 
solución para ciertos valores de a, b y c, entonces también el sistema dado 
tendrá solución para los mismos valores de a, b y c. 

En efecto, sean х, e 9 las soluciones del sistema (1); entonces se cumple 

ida 


una de las cuatro posibilidades: 
o bien 
sen ху + хел y; = 22, cos x, +cos y, = 26, 
o bien 
sen ху + sen y, = — 2a. соз ху + созу = 2b, 
o bien 
sen ху +sen y, == —2а, cos Xy +cos yı = — 2b, 
o bien 


sen ху +sen y; =2a, cos х, +cos y, = — 26 


Si tiene lugar el primer caso, entonces x, e уу son las soluciones del sistema 
dado; en el segundo caso, el sistema dado tiene, por ejemplo, la solución—xy, 
вц; en el tercer caso, la solución n+x, a+; en el cuarto, la solución 
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п, л. Por consiguiente, el sistema dado tiene por lo menos una solu- 
ción cuando, y sólo cuando, tiene por lo menos шпа solución el sistema (1) 
¿Cuándo tiene solución el sistema (1)? Sumando y sustrayendo la primera 
y la segunda ecuaciones del sistema (1), haliaremos: 
cos (1—y)=2 (a 4-02) —1, 
сов 2х-- сов 2y +2 cos (x+y) =4 (01—07), 


cos (х =2 (a? +6%)—1, 
cos (x+y) cos (1—y) + соз (x+y) =2 (b? 4%), 


o bien 


de donde 
cos (0—0) =2 (а +), 
(024-02) cos (x+ y) = — at. 
Hemos obtenido el sistema 
cos (x—y)=2 (a° + 02) —1, 
(а 40%) cos (x+y) =M—o* 
tertgy=c, 


equivalente al sistema (1), 
Siat4i=0, la segunda ccuación se satislace cualesquiera que sean los 
valores de x е y Юс la primera ecuación obtenemos: 


a—y=n+ Ra (k=0. +1, &2,...), 
la tercera cenacion nos da: 
tg ty ++ 20л) tgy=c 
ig? y=c 


Esta ultima ecuación ticne solución para cualquier valor de с220. Si a? +b? £0, 
tenemos: 


o bien 


с =?«#-ызу—1, | 
ы =. @ 
cos (stu) атто 
Este sistema tiene solucion cuando, у sólo cuando, 
a 
4) 


La desigualdad (4). con la condición de que 
+ #0, 
evidentemente, us justa, y la desigualdad (3) es equivalente a la siguiente: 
п<а+и<1. 
Representenios el primer miembro de la tercera ecuación del sistema (1) en la 
оппа siguiente 
жалау giosa- соз {x +01 


и os y ®© 
ее тї =й + cos (x +01 


y sustiluyamos en (5) cos(r+) у costi— por sus valores de (2) Como 
resultado obtendremos que la solucion del sistema (2) satisfará a la tercera 
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ecuación del sistema inicial, si 


A a 
EFE Cita ml a 
Ea RAZA 


ата 2042-1102) —1 


Hemos llegado al siguiente resultado: el sistema dado bene pur lo menos una 
solución en dos casos: 


00<а 051 y 


2) a=b=0 у с es cualquier número по negativo. 


3. Funciones trigonométricas inversas 


619. De la definición de los valores principales de las funciones trigono- 
métricas inversas se desprende que 


arecosicos x)=x, si OKIS 


Con el fin de utilizar esta fórmula, sustituyamos sen ( -#) con ayuda de las 


fórmulas de reducción al coseno del ángulo incluido entre 0 y л. Escribamos 
las igualdades siguientes: 


En resumen obtenemos: 


secos [jen (3) | aos (cos 2E) 9E 


620. Por analogía con la resolución del problema anterior tenemos: 


з 3 
coso лесов G +a 


Por consiguiente, 


aresen (cos E ) =srcsen [sen (- 


J 1 
621. Supongamos que sea arctg ==, агай = =a arctg- = а, 


arcte реа. Es evidente, que 0< a; < $, i=1, 2, 3, 4 Pur «o, 
б< +@+а@+@<л. 
Para la demostración de la identidad es suficiente establiver yue 


tg (a Haat 6: оа) = l. 
Puesto que 


4 
ш(@+)=-у. tg (as +0) 


i 
entonces, 
lg (аз +4) +18 (аа аа) 


teuta ta ta) ETT асуда аз) 
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622. Haciendo arcsen х=@, агссоз х=[), tendremos: 
r=sna y ¿=p (78). 
Según la detinición de los valores principales tenemos que 
ВЕ: ж 
z 2 
De la última desigualdad se deriva la desigualdad 


<а< y 0<b<n 


пл 2 
-757 PST 


Por lo tanto, a=F—P, puesto que los ángulos а y 5 están incluidos 


entre -% › 7 y los senos de estos ángulos son iguales entre sí. La fórmula 
queda demostrada, 

623. Aprovechando que arcsenx-+arccosx= (véase la resolución del 
problema 622), transtormemos la ecuación a la forma 


12д®— 6л! + (1— 8а) л®=0, a) 
donde t= arsen x. Siendo а < ду. el discriminante de esta ecuación será 


D=36ri— 48n (1 —8о) < 0. 
Por consiguiente, las raíces de la ecuación (1) son irreales у por eso, para 
<р. a ecuación inicial по tiene soluciones. 


624. Hagamos агесоз х=, arcsen Y =P =f. 
в) 8 0х1, entonces 0606 7 у 0<8< 7 (puesto que 0< 
<VIZFS!) Queda solamente convencerse de que sena = зеп р. Pero, en 


virtud de la desigualdad 017. tenemos que sen == + V T 


Рог otre parte, para todos los valores de y(|y|<& 1) tenemos que 
sen aresen y=y, en particular, sen $ = еп arcsen И 1—22 = V 1—8. Por consi- 
guiente, рага 0<x< 1, tiene lugar la fórmula 

¡a 
arecos х==атсзеп V TZ. 


b) Si —1<x<0, entonces ў<а<а 067 gerban 


Puesto que, ademas, зеп а= VTZ y зеп(л — В) = зеп В = VIZA, entonces 
a=n—bB, es decir, рага —1 < х<0 tiene lugar la fórmula 


агссоѕ х= л — агсзеп Y 


625. Demostremos que arcsen (— х) == —arcsen х, Hagamos агсѕеп (— х) = 0; 
entonces —х=%п@ у, según la definición de los valores principales, 


a a 
-7ST @) 
Puesto que sen(—a)=—sena=x y, puesto que de la desigualdad (1) se deriva 


la desigualdad —F <—а р, entonces —a=aresenx de donde a= 


arcsen x, о sea, arcsen (— х) = —arcsen х. 
Anélogamente se demuestra la fórmula arccos (—x)=7— arccos x, 
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628. De la definición de los valores principales de las funciones trigono- 
métricas inversas se desprende que arcsen(sena)=a, si jane Si 

л x л л 
—$+л<х<у-Ёл, entonces — FE MG Pero, entonces 
arcsen (sen х) = arcsen [sen (x—24n)]=x— йл. 


827. Según la condición del problema 


“itx 
g= Ш 
Utilizando la fórmula 
a 
2$ 
sena= ы 
1+ 5 
эп virtud de (1), obtendremos: А 
sa, 
de donde 
= arcson (sen а) = resen 128 В 2 
y= arcson беп a) arcsen 26 @ 


Puesto que 0 < x < 1, entonces 
л 


у <®<л. 


л ESE 
Part E у 

De aquí se desprende que 
-5 <ж—л<0 


агсѕеп (sen (x — л)| = arcsen (—sen а) == — агсеп (sen ж) = —y. 
Pero el ángulo @—х se encuentra en los limites del valor principal. Arcsen x. 
Por consiguiente, 
Y = агсѕеп (sen а)=л—@. (3) 
De (2) у (3) obtenemos que 6 = л. 


628. En las fórmulas aresen cos arcsenx у атссоѕѕел агссоѕх se toman los 
valores principales de las funciones trigonométricas inversas. Examinemos 
cos arcsen x. Esto es el coseno de un arco, el seno del cual es igual a x. Por 
consiguiente, 

cos агсѕеп х= + V TX, donde —1 «х1. 


Aqui, claro está, es esencial que —FSarcsen х5. Análogamente 


senarccosx= + И 1-08, donde —1 х1. 


Designemos y= + V 1—22; entonces 0<y<l. 

Así pues, hay que hallar la relación entre arcsen y у arccos y siendo 
0=у<1. Estos dos ángulos complementan uno al otro hasta т (véase la 
resolución del problema 622). Asi pues, 

a 


arcsen cos arcsen x-+ arccos зеп arccos x= 7 
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4. Desigualdades trigonométricas 
629. La desigualdad dada es equivalente a la siguiente 
sen? х--епх—1 > 0. @) 


Descomponiendo el trinomio cuadrado, que figura en la parte izquierda de (1), 
en factores, «btendremos. 


(они, 5 a 
Pero, eS 
1+ 5 
7 34 


1 
sen —— 


Por consiguiente, la desigualdad inicial es equivalente a la siguientes 


y tiene la solución 
Unte < x< л—ф+Жп, 


ҮЗ 


donde 


ф=әгсзеп @=0, +1, +2, 


б; 


2 


630. Cuando х==-у-Е лл, la expresión que se examina по tiene sentido, 


Para los demas valores de x multipliquemos ambas partes de la desigualdad рог 
cost х, Obtendremos la desigualdad equivalente 


(sen 233 sen 2х—2 > 0. 


Resolviendo la desigualdad cuadrada obtenida hallaremos que o bien 


senor ZA 
o bien Е 
songs > LI, 


La primera de estas desigualdades no puede ser cumplida. Por consiguiente, 


үй—3 E. ГЕТЕ) 
<< ggn 
631. Transtormando el producto de los senos en una suma, sustituyamos la 
desigualdad dada por 1а siguiente equivalente: 


HAN. 


L 
ka +- arcsen 


4 


cos3x >cos7x о bien зеп$хзеп2х > 0. 


Pero, cuando 0< r< 3 tenemos que sen 2x > 0 y, por consiguiente, la desi- 
gualdad inicial es equivalente a la siguiente. sen 5x > 0, 


Respuestas 0<x< 2 у ®л<х<®. 
537 2 
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632. La expresión que ligura en el denominador de la parte izquierda de la 
desigualdad es positiva, puesto que 


[sen x-+cos x]=| Y 2 зеп (a } |= П 


Por esta razón, la desigualdad es equivalente a la siguiente, 
1 


sen? x > 4 o bien |зепх| > 7- 


Respuesta: Fra <x< Ente. 


683. Escribamos la desigualdad en la forma 
(cos x—sen x)|1— (соз x-+sen x)]= 


25007 (sen y cos ЭСТЕТИ 


E 
2 
los cuales se cumple la desigualdad (1). 


Caso 1. 


Pero sen Ž > 0, puesto que 0 < х < 2л, Exammemos dos casos posibles, en 


cos 1—sen x > 0, 
х х 
зеп —c0s3 >0. | 
Según la condición del problema, 0 < х < 2л. Teniendo en cuenta este hecho, 


12) 


de (2) hallamos que la primera desigualdad so cumple cuando 0 4 х < 5 o bien 
їл < x< 2л, y la segunda. cuando 5. < x< 9л. Por consiguiente, еп este 


сазо, Баида 


Саѕо 2. 

созх—‹еп x < 0, 
ап Ecos (3) 
зеп 9—00 <0 | 


El sistema (3). teniendo en cuenta que (< а < 2л, se cumple cuando 
CE 
T <x T 

Respuesta: 


a л 5 
Ж << у т7<5<2а 


634. Hagamos tg Ž 


Fntonces, la desigualdad dada toma la iorma 


t> 20—2+28 
FFI 
o bien ne А 
@@+ +1) 
e >0 m 
Puesto que, (2---1 > 0 para todos los valores reales de £, la designaktiut (1) 


ЕД 


es equivalente a la desigualdad 


El trinomio /#®—{—1 беле los raíces 1—35 у HA 
hallaremos que, o bien 
x 145 
y, 
o bien 
I-Y3 x 
O «шр 
Respuesta: 
75 
a эл+? аец LES <xon+2m 
y a 
b) Din arclg 2 < x < 5-2, 


@ 


„ Resolviendo (2), 


635 De las fórmulas рага sen Зх y cos3x (véase la pág. 79) hallamos: 


sn? х 


4 


З зеп x—sen Зх 


Valiéndonos qe estas fórmulas, eseribamos la desigualdad dada en la forma 


(cos Зх +3 cos x) cos Зх — (3 sen x— зеп Зх) sen Зх >$ 


o bien К 
sen? 3х 4- созї 3x-+-3 (cos Зх cos х— sen Зх sen x) > 2' 
o bien 
sl 

de donde 

“a л 

-ztu <4х< зї?" 
o bien 


ж. 1 2d 
фрла hm 9—0, 41,29 0.) 


636. La desigualdad a demostrar se puede escribir en la forma 


А cos? 9 sent пф 
леа зр 


(0) 


Pero, sen q > 0 cuando U < 4 < ES por eso, después de multiplicar ambas 
partes de la desigualdad (1) por sen q, obtendremos la desigualdad equivalente 


Фо > cost E sent Pasen y 
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o bien + > еп. La última desigualdad se cumple cuando 0< q <<, por 
consiguiente, es justa también la desigualdad inicial. 


637. Haciendo (5 х=, obtendremos: 
21 


x= 


{ех-!@2х 3—03 
tg riga 37: 


La parte izquierda pierde el sentido para aquellos valores de х con los cuales 
n=), "=y Para los demás valores de x, a parte izquierda de la desigual- 
dad es igual a 1442141 y, por consiguiente, adquiere valores positivos. 

638. En virtud de que 


сое 15525, 3cotg' 3—1 


[ 


3 cos? x—sen? х 
senta + 
cos 3x sen 2х— sen 3x cos 2x sena 


cotg3x-tg 2x— 1= зеп Зх соз 2x ЛЗ cos 2л" 


La parte izquierda de la desigualdad puede ser escrita en la forma 


_ sen x (3 cost x—sen? x) 
sen? x sen Зх 
Pero, 


sen Эк == зеп (х 2х) = зел x cos 2x {- сов x sen 2х = зеп x (3 соз? x—sen? x), 
por eso, la desigualdad dada se reduce a la desigualdad evidente 
í г 
-azl 
639. Utilizando la fórmula 


оу 180—100 
te (8: ФФ=т- Era 
y la condición 
tg0=ntgp, 
obtendremos: 


1) tgo (1) 


СЧС 
NET TT 
Hace falta demostrar que 
(сос фл ів p)? > 4л 
о bien 
(Lenta? Ф) steg- 


Obtenemos, pues, la desigualdad evidente 
(I—nig p >0. 
640. La desigualdad dada se puede escribir en la forma 


—senx 2—senx 
A T 


зп 


y, multíplicandola por 2(2—sen х) (3—sen x) > 0, puede ser sustituida por la 
siguiente equivalente. 
sentcosó sen 144200 
о bien 
(4—sen x) (1 —sen x) 0, @) 


De (1) desprendemos que la última desigualdad, y junto con ésta también la 
inicial, se cumple para lodos los valores de x, con la particularidad de que 


cuando GH, tiene lugar el signo de igualdad. 


641. Establezcamos primeramente que 
|зеп х «1х1. 


lxaminemos im circulo trigonométrico de radio 1 y supongamos que х denota 
el valor en radianes de cierto ángulo AOM positivo 
о negativo (fig. 249). Para cualquier posición del 
punto М 


AM=|x|-04=|x 1, 
ІВМ |=|senx| 
f Puesto que {В| AM, entonces |зепх| < х| 
Ча igualdad Пепе lugar solamente cuando 4=0). 
En virtud de esto deducimos que Op F, 0s 
decir, sí OE cos pl < EN entonces зеп cos p < 


FIG, 249 i 
< соз p. Pero, O sen y y Por eso cos qa 


cos sen q. Definitivamente tenemos que cos sen y 22 cus ф > sen cos Ф. 
La desiguallad queda demostrada. 


642. Utilicemos el método de inducción completa. Sea n=2, entonces 


л 
@<а <р. Рог consiguiente, 


tg 2a 


puesto que 0 < I—tg%a < ). Supongamos que ses 
tgna>ntga (0 


con la condición de que 


y ar @ 


Demostremos que 1808 0а > (141) ша, si 0 <а < E 


Emipleemos la lormula 


№ _igna+iga 

tat haer igata (9) 

Puesto que la desigualdad (1) se cumple al cumplirse la condición (2), еп- 
tonces, se cumplira, ademas, cuando 0< ack Pero, 

@<!де<!, a 


у, puesto que 0 < na < 5 entonces 


O<tgaa<l. (5 
De (4) y (5) obtendremos: 
0<I—tgatgna< l. © 


De (6) y (3) se desprende que tgin+ Da > (0-0) tga, lo que era necesario 
demostrar. 


643. Puesto que a mayor ángulo del primer cuadrante le corresponde mayor 
valor de Ja tangente, entonces, 


ша, < tga < 169, “) 


para i=l, 2, ..., п. Además, cosa, > 0 (i=1, 2, ..., л}. Por esta razón, la 
Desigualdad (1) зе puedo escribir en la forma 


tg a cos Q; < sen а, < tg %, COS Aj. a 


Demos en la desigualdad (2) a £ los valores І, 2, ..., п y sumemos todas las 
desigualdades obtenidas. Hallaremos: 


tg a, (cos +... + 005% y) < sen +... sen ay < s 
<1tga, (соѕ % +. -+ COS An). (3) 


Dividiendo todas las partes de la desigualdad (3) рог cosc ++... -COS n 
(o cual es posible, puesto que cos a +... +cos 2, > бу, tendremos 


senat... Бепо, 


ga 
6 01 say... соза 


<, 


044. Designemos la parte izquierda de la desigualdad que se examina por t 
Entonces 


puesto que 


Haciendo 


1 1. 4-8,1 Ж 
а а ео Е ТУКУР... 
1 PG с-з соз 54 соз! 


1 AB 
+= 


Por consiguiente, 
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645. Transformemos la parte izquierda de la desigualdad dada de la manera 
siguiente: 
1 


cosx = 1 _ osy 
зеп (Соз in) eli aii 


іх 1 
tgx “Ex 


Para simplificar la oscritura, hagamos tg х=. Puesto que 0 < x< 4. entor 
ces 
0<1<L (9 
De este modo, el problema se reduce a la demostración йе la desigualdad 
1+2 1 
A a 
con la condición de que 0 < 2 < 1. Pero, en virtud de la desigualdad (1), pág. 


22, tenemos que 
lan 
>2 


1 


Además, 


Por consiguiente, 


1+ 


7 


lo que era necesario demostrar. 
5. Problemas diferentes 


646. Hagamos акре=а, arctg pa y examinemos tg (22—$) Valión- 
donos de la fórmula para la tangente de la diferencia de dos ángulos, obtene- 
mos: 

lg 20—06 В 


ee at a) 


1 2ga 5 
ре => = = 
Pero, dado que рат, entonces 1g22= =p Sustituyendo tg 2x 


y tgp en la fórmula (1), hallamos que 
ig (2a—P)=0. 
Entonces 
sen (дж— б) =зеп (2arctg 5-85) Әб 


647 Demostremos que tz (а 4 28) = 1. Para hallar tg (2 +28) empleemos la 
fórmula К 6 
ga+te в @) 


TES 
Calculemos previamente el valor de tg 28 por la lórmula 
sen28_ 2sen B cos p 
B= B os . 


Hace falta hallar соз В y cos 28. Pero, 
совр VIE -77 
(puesto que B es un ángulo del primer cuadrante; y 
соз 28 сов фота. 
Por consiguiente, tg 28=3/4. Colocando el valor hallado de їр 28 en (1), ob 
tendremos: 
tg (a+28)=1. 
Demostremos, ahora, que a+ 28 = 2/4. 


Puesto que tg а=1 entonces 


e 


у, además, según la condición del problema, œ y В son ángulos del primer 
cuadrante, por lo tanto, 0О<а<ду4 y 0<B<a/á, De aquí hallamos que 
0<a+2 < 3/4я. Pero, el único ángulo comprendido entre 0 y 3/41, cuya 
tangente es igual а 1 es el ángulo 1/4. Así pues, «+28=x/4. б 


648. Es necesario que cos х # 0, зепх # 0, sen x #—l, de donde х 3 &л/2 
(k cs un número entero). Рага todos los valores de х, excepto х= кл/2, y tiene 
sentido y es igual a 
1 
м (аат) юра + сох) 


ENT 0 


Y TH 
cosx 
зех 
De (1) se desprende que y > 0, puesto que, siendo х # 43/2, 
cosx<l y зх <1. 


649. Translormando el producto sena-sen2a-sen3o en una suma, por la 
fórmula (13), pág. 79. obtendremos 


sen адеп дилеп и =- sen л (cos 2a — соз = 


П П Lupillo 
= sen da —<y sen acos da E + <> 


650. Puesto que sen5x=sen Зх соз 2х-- соз Зх sen 2x, con ayuda de las 
fórmulas (5)—(8), pág. 79, después de simples cálculos, hallaremos que 


sen бх= 5 sen x— 20 sen? x-+ 16 sen” х. a) 


Suponiendo en la fórmula (1) x=36°, obtendremos la ecuación 16% — 
— 2013451 =0 para la determinación de sen36” Esta ecuación liene las sigui 


entes raices: 
+ y ETA 


БЕ 
ty] у? у а= 
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De estas raíces son positivas las raíces fs y fı Pero, зеп36° % fa, puesto que 
ЗРУБ 


эт у, por consiguiente, f > т. Asi pues, 


¡E 
1-4-3 / 


2 


651. Utilizando la identidad demostrada en el problema 533, obtendremos" 


К 
поо зана 


de donde se desprende que el valor máximo de q (х) es igual a 1, у el minimo, 
ali 


652. Como resultado de simples transformaciones obtenemos que 
-1— cos 242114008 21) +3 sen 2х —3--3 sen 2х-- соз 2x. 
TEA et ángulo auxiliar p= anig tendremos que 


y=31 Y Dent cos 21) =3+ V Tosen (2:+q). 
Por consiguiente, el valor máximo de y es 
3-11. 


653. Si n es un número entero que satisíace а 1а condición del problema, 
entonces, para todos los valores de x, tenemos 


VTO, y el minimo, es igual a 


cos a (x) 3-son ® (х--3л)= сов nesen 5. . @) 


Suponiendo, en particular, que x=0, de (1) desprendemos que л deberá satis- 
facer a la ecuación sen 197—0, A esta ecuación la satisfacen solamente aquellos 


números enteros que son divisores del número 15. 
a=+1, 49,45, + 15. @ 
Por media de la comprobación directa nos convencemas de que, para cada uno 
de estos valores, la funcion cos mx-sen 2 x Пепе el período дл. Con la fórmula (2) 
se agolan todos los valores buscados de п 
654. Puesto que la suma que se examina, siendo x=x,, es igual а cero, 
entonces 
a, cos (аз +... Haa соз (an+) = lar соз +... 
+. +0 05 4) соз ху —(ау Sen а, |... Fay sen a) senxy=0. (1) 
Pero, según la condicion del problema, 
a cos % +... pa, cos 2,=0. 
Además, sen x, +0, puesto que xy # Ёл. De (1) y (2) cibtenemos que 
a sena, +... + ap sena =0. (3) 


Sea, айога, x un número cualquiera. Entonces, 


(2) 


а созба 0 -+ an cos (an 20) 
(а соза 4... + 008 а) COS х— (оу зеп 04 +... + а„ зеп Op) зеп x=0, 
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puesto que, en virtud de (2) у (3) las sumas que figuran entre paréntesis son 
iguales а cero 


855. Supongamos lu contrario, es decir, admitamos que existe T #0 tal, 
que para todos los valores de х 2=0 serà 


соз VxFT=cos Их @) 
(la limitación x>0 es necesaria por el lecho de que siendo х < 0, el radical 
VE será imaginario. Hagamos primeraniente en la lórmula (1) »=0, entonces 


cos PT =c0s0=! (2) 
y, por lo tanto, 
VT = kn. B 


Luego, coloquemos en (1) el valor x==7. Entonces, evidentemente, tendremos 
que, de acuerdo con (1) y (2), cos V 27 =соз V T=1, de donde 


VT = 21. 
Puesto que por suposición Т 7: 0, dividiendo (4) por (3), obtendremos que 
ү? 


imposible. 


es donde / y è son números enteros. Esto último, como es sabido, es 


656. Primera resolución. Fxaminemos la suma 
$ = (соз x-4 ¿sen х) + (cos 2x +1 sen 2х) +... -|- (005 пх i sen nx) 
A empleando Ја lórmulo de Moivre, (cos x+í sen х)" = cos пх + 1 зеп nx, caleu- 
lemos la suma S como la suma de una progresión geométrica. Obtendremos: 
_ 05 amb ton ticos att sen a) 


$ соз x+ i sen x— 1 


La suma sen х-+-5еп2х-Ь...-Езеп nx es igual a la parte imaginaria de 5. 
Segunda resolución. Multiplicando la parte izquierda por 2se1 + y empleando 
la fórmula (13). pág. 79, obtendremos: 


„ез. 
ена а, 


de donde, precisamente, se deduce la fórmula necesaria. 
657 Designemos la suma buscada por А y agregiiemosle la segunda suin 


л 
жил enS 


4 
g tt 


multiplicándola prevíamente por + Obtendremos 


1 Val 2 зл\ 
а+й=у (eos Phi) a (e ques A 


B= 


+2 (ека та F 
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Empleando la fórmula de Moivre, hallamos: 


A+ Bi [qn q) + Я pisen 
1 л ху 
-y (cos Fish) TS 


En la última expresión se ha usado la fórmula para la suma de los términos 
de una progresión geométrica, La suma buscada A puede ser hallada como la 
parte real de la expresión obtenida. Observando que 


hallamos sucesivamente que 


в (cos Ftse D, 


1 (00940 en 7) 


1 а л 
A+ Bi («941 =) 


А 1 «зл Fis) 
=—04+) - = 
тҮ? 1 


жан эма 

?ү 2y2 

а+0[(#—‹ъп)—їжта@] 
"[ ү? —1)—] 


ро Қа) ао] 


[e VI-)+2 ү] | (1-15) enn! 
2 (104 VÈ) > 


Separando la parte real, obtenemos: 
(WE —0)(2—cosnF)4 VE senn E 
AE APA, 


2 (5—2 V2) 

858. La afirmación quedará demostrada si establecemos que A=B=0. Sea 

At +B? # 0, es decir, por lo menos uno de los números А, B dificre de cero. 
Entonces 


A В 
oa!) 
idea E A НЕ 

TVE VEFE 


A= 


VAF В V ATF В? sen (4+4) 


Sea, ahora, x, y ху los dos valores del argumento indicados en el problema; 
entonces, f(x)=f(x.)=0, y puesto queV A748 #0, ѕепх, +9) 
=sen (x, +g) = 0. De aqui n+p=ma, x+ẹ=nn y, por consiguiente, ху — 
—x=kn para cierto valor entero de k. Esta igualdad conduce а una contra- 
dicción, puesto que según la condición ху —x, # kT. 

Por consiguiente, A?-+ B2=0, de donde A=B=0, 
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